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5.1 LA ANTIDERIVADA

INTRODUCCION El ejercicio de hallar la derivada de una funcién y = F(x) es llamado
proceso de derivacion, donde se obtiene la funcién derivada y' = F'(x).

Mediante un proceso “inverso”, a partir de la derivada se puede hallar la funcién original (o
primitiva) ¥ = F(x); a esto se denomina antiderivacion. No obstante, esta funcién se va a
diferenciar de la original en un valor constante, como veremos en los ejemplos.

Ejemplo 1. La funcién F(x) = x* tiene por derivada a la funcién F'(x) = 4x3.

Si a partir de F'(x) = 4x? se pretende hallar la funcién original o primitiva se obtendra mas
de una, veamos:

F(x)=x*+3 o F(x) =x*-5, ) Fx)=x*+¢C

Nota. Hallar la antiderivada o primitiva consiste en determinar la funcién original y = F(x)
de la cual proviene la derivada y' = F'(x).

La constante € es un valor real y siempre se adiciona, puesto que en el proceso de derivacién
es anulada, si nos muestran la derivada de antemano no se sabe si la funcién original ha
tenido o no una constante C. Esto hace que la antiderivada sea en realidad una familia de
funciones, una para cada valor de la constante C.

En base a lo anterior es que se define la antiderivada de una funcién real.

DEFINICION .- Si y = F(x) es una funcién real, siendo ¥’ = F'(x) su derivada, entonces
decimos que y = F(x) es una antiderivada de y’ = F'(x).

ALGUNAS FORMULAS DE ANTIDERIVACION.
Si F'(x) = k, entonces F(x) = kx + C.
Si F'(x) = kx™, entonces F(x) = %x““ +Cn#-1
Si F'(x) = k[G(x)]™ - G'(x), entonces F(x) = %[G(x)]"‘+1 +C
Si F'(x) = Sen(x), entonces F(x) = —Cos(x) + C
Si F'(x) = Cos(x), entonces F(x) = Sen (x) + C
Si F'(x) = kSen[G(x)]. G'(x), entonces F(x) = —kCos[G(x)] + C
Si F'(x) = kCos[G(x)].G'(x), entonces F(x) = kSen[G(x)] + C
Si F'(x) = k[G(x)]’, entonces F(x) = kG(x) + C

Si F'(x) = kG'(x) + rH'(x), entonces F(x) = kG(x) + rH(x) + C

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Nota. Con esto se pretende mostrar que el proceso de antiderivacién se puede realizar
mediante la ayuda de férmulas; las cuales, por supuesto, se consigue demostrar recurriendo
al formalismo matematico.

Ejemplo 2. Se muestra la antiderivada de las siguientes funciones:
LF(x)=6 = F(x)=6x+C
2. F'(x) = (6x — 1)

Dando forma para aplicar la formula 2: F'(x) = %(6x - 1)2(6)

Entonces, F(x) = i%(ﬁx -1D3+C = F(x) = 1—18(6x -1)3+cC

3. 51 F'(x) = Sen(x) =5 F(x)=-Cos(x)+C
4.Si F'(x) = kCos[G(x)].G'(x) = F(x) = kSen[G(x)] + C
5SiF()=2Yto>F () =2t = Fx)= % +C=2t3 4

5.2. LA INTEGRAL INDEFINIDA

DEFINICION. La integral indefinida de una funcién real y = f(x), que se denota por
“[ f(x)dx” es la antiderivada de y = f(x); es decir, si y = F(x) es la antiderivada de y =
f(x) entonces siendo € € R (€ una constantereal), [ f(x)dx =F(x) + € < F'(x) = f(x)

5.3. TABLA BASICA DE INTEGRACION

Enseguida se da un listado de férmulas que permiten calcular, de forma inmediata, integrales
de diversas funciones reales. Cada una de estas formulas puede ser comprobada haciendo uso
de las reglas de derivacién que se han estudiado.

OBSERVACION. Las reglas que tienen variable x son de aplicacién directa para resolver una
integral indefinida; mientras que las reglas que tienen variable u que depende de x se
consiguen a través de un cambio de variable o sustitucion. C sera siempre un nimero real,
denominado constante de integracién.

Por otro lado, cada integral indefinida serd una familia de funciones reales y = F(x) + C, una
por cada valor de la constante de integracién C.

1LF(x)=[dx=x+C 2F(x)=[k-dx=kx+C
3. F(x)=fxdx=xz—2+c 4.F(x)=fx2dx=x3—3+c

5.F(x)=j'x3dx=x£+c
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xn+1
6. F(x) —fx“dx—m+c,nER,n#=—1
7. F(x) = [udu = % +C,n€R,n + —1, siendo u una funcién de x.
8.F(x)=[kf(x)dx=k [ f(x)dx

9. F(x) = [If () + 9GO dx=J f(x) dx + [ g(x) dx
10.F(x) = [[f () — g()] dx=[ f(x) dx — [ g(x) dx

11. F(x) =f§ dx =Ln|x| +C 12. F(%) =f:—l du = Lnlu| +C
13.F(x)=[e*dx=e*+C 14.F(x) = [e¥du=e*+C
15.F(x)=fa"dx=;—a+c 16.F(x)=fa“du=;1—a+c
17.F(x) = [Senxdx = —Cosx+ C 18.F(x) = [Senudu=—Cosu+C
19.F(x) = [Cosxdx=Senx+C 20.F(x) = [Cosudu=Senu+C

21.F(x) = [Tanxdx = In(Secx) + C 22.F(x) = [Tanudu = Ln(Secw) + C
23.F(x) = [Cot x dx = Ln(Senx) + C 24.F(x) = [ Cotudu = Ln(Senu) + C
25.F(x) = [ Secxdx = In(Secx + Tanx) + C

26.F(x) = [Secudu = Ln(Secu+Tanu) +C

27.F(x) = [ Cscxdx = Ln(Csc x — Cot x) + C

28.F(x) = [ Cscudu = Ln(Cscu—Cotu) +C

29. F(x) = [SecxTanxdx =Secx+C 30. F(x) = [SecuTanudu=Secu+C

31. F(x) = [ Cscx Cotxdx = —Cscx+C 32. F(x) = [CscuCotudu=—Cscu+C

33.F(x) = [ Sen?x dx = §— E4C 34.F(x) = [Sen*udu =32

+C

Sen 2x
4

Sen 2u

35.F(x) = [ Cos’x dx = '

+C 36. F(x) = [ Cos? udu— +C

37.F(x) = [Tan?xdx =Tanx —x+C 38.F(x) = [Tan*udu=Tanu—u+C

39.F(x) = [ Cot?xdx = —Cotx+ C 40.F(x) = [ Cot’udu= —Cotu+C
41.F(x) = [ Sec’xdx =Tanx+C 42.F(x) = [Sec’udu=Tanu+C
43.F(x) = [ Csc?xdx = —Cotx + C 44, F(x) = [ Csc?udu = —Cotu+C
45.F@) = [F—de=2Tan ' (})+C  46.F@)=[ = du=1Tan ' (3)+C

—ﬁLn(%)+C 48.F(x) = fzaz u=%Ln(ﬁ)+C
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—-ﬁLn(g)+C 50.F(x)=f#du=$l.n(ﬁ +C
51. F(x) =-fﬁ dx = ILn(x +VxZ +a?) +C
52. F(x) =Iﬁ du=Ln(u+VuZ+a?) +C
53. F(x) =-fﬁ dx = Ln(x + VxZ — a?) +C
54.F(x) = [ 7= du = Ln(u +VuZ —a%) +C

55.F(x) = fﬁ dx = Sen™1 (ﬁ) +C

56.F(x) = Iv’ﬁ du = Sen™! (%) +C

57.F(x) = [ VaZ ¥ a%dx = 2% 1 T pn(x +VxT + a2) +C
ss.F(x>=fmdu=%+§Ln(u+m+c
59.F(x) = [Vx2 —aZdx =22+ 2 Ln(x+ x*—a?)+C
60.F(x) = f\/ﬂdu—" L+< Ln(u+ uz—a2)+C

x.‘f - 2
61. F(x) = [Va? — x2dx = az o +%S¢m"1 (-E) +C

62.F(x) = [VaZ —uldu =22 + 2 s 1(®)+c

63.F(x) = [—— dx=ZLnlax +b|+C

Sen ax xCosax
a

64. F(x) = [ x Sen ax dx = —— +C

65.F(x) = fxCasaxdx—cosax+m%+C

66. F(x) = [ e% Sen bx dx = *—12Senbx-bCosbx] 4

a?+b?
67.F(x) = [ e®™ Cos bxdx = , &7a Co::::: senba) . ¢
68. F(x) = [ Sen™ax Cos ax dx = (m+1)a Z+C,m=-1
69. F(x) = [ Cos™ax Sen ax dx = —%+C m#—1
70.F(x) = [ Sen ax Cos ax dx = Sanax .o

2a
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. Cos{a—b)x _ Cos(a+b)x
2(a-b) 2(p+q)

7TLF(x) = [ Sen? (£)dz=x Sent (X) + VaZ =7 +C

71.F(x) = [ Sen ax Cos bx dx =

+C

72.F(x) = [ Cos™ (%) dx=x Cos™1! (E) +Vaz—x2+C
73.F(x) = [ Tan™! (E) dx=x Tan™! (E) - %lf.n(x2 +a®)+C
74.F(x) = [ Cot™ (£) dx=x Cot™* (£) + SLn(x? + a?) + €
eax
75.F(x) = fe“*dx =T+C
76.F(x) = [ xe™dx = ?(x =2V €
s Tl —e¥(2_2x_ 2
77.F(x) = [ x?e®dx = a(x =+ )+C
78.F(x) = [Inxdx=xIlnx—x+C
xz

1
79.F(x)=fonxdx=?(Lnx—-z-)+C

xm+l

80.F(x)=[x™Lnxdx = (Lnx—mLﬂ)+C,m¢—1

m+1

8LF(x) = [£2 dx =2Ln?x +C

82.F(x) = [BEdx=-22_24¢

x

83.F(x)= [SecxTanxdx=Secx+C

84.F(x) = [In*xdx=xIn?x —2xLnx +2x+C

85. F(x) = [ Sen?(ax) dx =% 5282 4 ¢

86.F(x) = [ Cos?(ax) dx =% - %2C2) 4 ¢

Tan(ax)

87.F(x) = [ Tan?(ax) dx = x+C
88. F(x) = [ Cot?(ax) dx = - L@ _y 4 ¢
89.F(x) = [ Sec?(ax) dx = %’Q +C

90.F(x) = [ Csc?(ax) dx = —%’Q +C
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OBSERVACION. Los ejemplos que se exponen a continuacién obedecen a métodos de
solucién que tienen la intencién de acercarlos a la tabla basica de integrales; pueden
clasificarse, entre otros, del modo siguiente:

a) Integracion por tabla directa.

b) Cambio de variable simple para dar forma a integrales de tabla.

¢) Método de artificios: Desarrollo, simplificacion, sumar y restar, otros artificios algebraicos.
d) Método de sustitucién o cambio de variable.

e) Completar cuadrados en el denominador.

f) Método de integracion por partes.

g) Sustitucién trigonométrica

h) Integracion por fracciones parciales.

INTEGRACION POR TABLAS BASICA DE INTEGRALES

En la solucién de las integrales, aparecen algunos pasos adicionales para un mejor
entendimiento de los lectores, sobre todo de los estudiantes.

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando la tabla bdsica.
3 2
a) F(x) = [(x? +x— 1)dx=x?+x?—x+c

4x* 2x2

b)F(x)=_f(4x3—2x+6)dx=T—T+6x+C=-x4—x2+6x+C

2x~2
-2

—1 _
Q) F(x) = [(2x™* —x)dx = —x_—1+C=—x'2+x'1+C=x—:+i+c

d)F(x)=_fe—e")dx=-Ln|x|—ex+C
e)F(x)=_f(3x2—Cosx)dx=33£—Senx+C=x3—Senx+C

f) Fx) = [(x2 —x‘1)dx=_f(x‘2—£)dx =-x_—_11—Ln x| +C=—%—Ln x| + €

= (12 4 Y2\ g = B2 L B2 L p 2,372 4 9172
g) F(x) = [(x1/% + x~Y/2)dx 2 TIe TO=3x 22+ C

h) F(x) = [xe¥dx=e*(x — 1)+ C

)F(x) = fxze3"dx=832(x2 —2—x+—) +C
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Sen(Zx) _ 2

4 ln2+c

) F(x) = [(Cos*x — 2%)dx =

k) F(x) = [(Tan x — Sec x tan x)dx =Ln |Sec x| — Sec x + C

Sen(3x) _ x Cos(3x)

D) F(x) = [ x Sen(3x)dx = 5 ——+C

m) F(x) = fg;—_sdx=§Ln|3x—5| +C

n)F(x)=fx2 9dx J-xz 32dx 2(3) n|i:§ +C=%Ln|:: g
O)F(x) = [ —dx=[ ;—dx -2(4) n[2E|+ =2 |2 +c

P) F() = [ g = [ gmdx = Lnfx + VA 4 52|+

1 1 -1 [x
O F() = [ g dr = [ g dx = Sen™ () +¢

-2 3 -1 5 2
D) F) = [{E+3-5x) dr=[(2x3+3x 2 —5x)dx =2+ Z_ 3 4 ¢
Luego, F(x) = -5 —2-2x2 + (.,

s) F(x) =f(\/ﬂ+v,%) dx=\/§fx1/2dx—%fx‘llzdx=\/§§x3/2—%(2)x%+6
Luego,F(x)— x3/2 —\2x12 4 C,

O F@) = [ dx=2 [~ dx+ [TXdx=2Inx+;In*x + C
u)F(x)—J'(esx+25")dx— 5"+—+C

v) F(x) = [ 3%e*dx =[(3e)*dx —S‘ze) +C

x __ Sen(2x)

w)F(x)=fSen2xdx=E . T¢C

5.4. INTEGRACION POR CAMBIO SIMPLE DE VARIABLE. SUSTITUCION SIMPLE

Consiste en hacer un cambio de variable simple con la intencién de transformar la integral
dada en otra integral equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales, luego de
integrar se regresa a la variable original devolviendo el cambio de variable. Aqui se usa la
nueva variable, generalmente u y su diferencial du. Puede emplearse otras variables.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando cambio de variable simple para dar
forma a integral de Ia tabla bdsica.
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Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.
a) F(x) = [x Sen(x®)dx = [ Sen(x¥)(xdx). CV:iu=x% > du=2xdx —» xdx= %
= F = [Sen(x*) xdx= [Senu dz—u=§fSenudu=%(—Cosu) +C=-—§Casu+C
Volviendo a variable x: F(x) = —% Cos(x%)+C
b) F(x) = [ Cos(4x + 9) dx. VCu=4x+9—> du=4dx > dx —T“
= F = [Cos(4x + 9) dx = [ Cos(u) %u = %f Cos(u)du =%Sen(u) +C
Volviendo a variable x: F(x) = —Sen(4x +9)+C
) F(x) = [ xe*"~3dx = [ e*"~3 (x dx) CViu=x%—-3 >du=2xdx > xdx = dz—"
= F= fe’2'3xdx=feudz—"=%fe“du=§e“+c

Volviendo a variable x: F(x) = %e"z‘a F

A F) =[2x(x* +*dx=f(x? +H)* (2xdx) CViu=x*+4 > du=2xdx
= F = [(x? + 4)* Qe dx) = futdu =5 +C
(xz:4)5+c

Volviendo a variable x: F(x) =

e)F(x)= [ xzdx—_f dx CV:u=4—x2—>du——2xdx—>xdx=—d—;

F)=-2fldu=-3Inlul+C

Volviendo a variable x: F(x) = —% In|4—x?|+C

1
f) F(x) fxzi-;x+3 _f xz+2x+3 (x + 1)dx
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CV:u=22+2x+3>du=(2x+2)dx > (x+Ddx ="

= 1 i _lrig, 1
= F=[5——@+Ddx=[-F=7[-du=3Lnlul+C
Volviendo a variable x: F(x) = %Lnl:xz +2x+3|+C

g) F(x) = [ 5x3/(9 — 4xD)2dx =5 [(9 — 4x2)2/3 xdx

CV:iu=9—4x2 >du= —8xdx—>xdx=—%“
= F=5[(9—4x?)? xdx =5 [u?/? (—ﬂ) =—3fuP gqu=-23y5Bc=-32ySB 4
8 8 85 8
Volviendo a variable x: F(x) = —% (9—4x2)53 ¢
i) F(x) = [ 2x(x? + 2)3dx =[(x? + 2)3(2x dx) CViu=x%+2->du=2xdx

= F=[(x?+2)%@xdx) = f[uldu=L+C
4

2 4
Volviendo a variable x: Fx) =921 ¢

) F(x) = [Vx% + 2x(x + 1)dx

du

CV:iu=x2+2x>du=Q2x+2)dx »>du=2(x+1)dx > (x+ Ddx =7

3/2
= F = [VaZ+ 2x(x + 1)dx = _[\/,7(522) =%J'u1/zdu =§1;7+ c =§u3,2 +C
Volviendo a variable x: F(x) = %(xz +2x)32 4 C
1 ax
WF)=[ 1+ 3

1 1 1, d
CViu=1+_- >u=1+;x" >du=;(—=x 2c:lx)—):'c—’;f=—2du

1 dx 3/2 4
= F=_r 1+£;=f\/17(—2du)=—2fu1/3du=—2';?+c=—;u3/2+C
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3/2
Volviendo a variable x: F(x) =-— § (1 + ;—x) +C

D) Fx)=[— ——dx=J[— 1 _xdx CV:u = a + bx? —)du=-2bxdx—>xdx=-%

—(lau_ 1,1, _ 1
_Iqu_beudu 2bLnu+C

= F= f+b2

Volviendo a variable x: F(x) = %Ln(a +bx3)+C

— — 1 [ — —_—
m) F(x) = fezx+1 dx = f(ex)2+12 e*dx CV:u=e* — du=e*dx
x = —
=>F=] (ex)2+12 dx =f —— = du=Arctan(u) + C
Volviendo a variable x: F(x) = Arctan(e®) +C
n) F(x) = [ ——dx = [ ——dx CV:iu=3x - du=3dx
4+9x2 224(3x)2 )
— — & Lo

=>F= f22+(3x),_ dx = f22+ zdu =7 Arctan (2) +C
Volviendo a variable x: F(x) = % Arctan (?'Z—x) +C
0) F(x) = =7 [ ———x2dx CV:u =x3— du = 3x%dx - x2dx =2

5 —(x3)2 3

= el o2 = = Mk rr 1 =, = Votu
=F= 7f‘/§2_(x3)zx dx_7f\/§2_uz 3 _sfﬁz_uzdu_s ZﬁLn( 5—u)+c

Volviendo a variable x: Fx)=—%=1ILn +C

= (s

V5—x3

5.5. INTEGRACION POR ARTIFICIOS: DESARROLLO, SIMPLIFICACION, SUMAR Y RESTAR

ARTIFICIOS DE DESARROLLO. Este proceso consiste en desarrollar la integral dada para
transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales. Se usa
propiedades algebraicas.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.
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Ejemplo 1. Se da a conocer integrales resueltas usando método de artificios: Desarrollo.
x?  6x?
a)F(x) = [(x—3)%dx=[(x? —6x + Ndx=7—-=-+9x+C

x3
Luego, F(x) =5 — 3x2+9x + C

b) F(x) = [(4 + 2x)3dx =[[64 + 3(16)(2x) + 3(4)(4x2) + 8x3]dx

= [(64 + 96x + 48x? + Bx®)dx = 64x +°‘—"+—+—+c

Luego, F(x) = 64x + 48x% + 16x% + 2x* + C

©) F(x) = [(x — 2)(2x + 1)dx = [(2x? — 3x — 2)dx

Luego, F(x) =zi———2x+(.'

d) F(x) = [(x*® + 2x°5)2dx =[ (x* + 4x? +4x)dx——+ﬁ+—z+c

4 3
Luego, F(x) = xT + % +2x2+C

e) F(x) = [(x +Vx — 1)zdx = [[x% + x + 1+ 2xvx — 2(x)(1) — 2vx(1)]dx

2 _ 32 _ 9a1/21 4y = X _ X 2z5/2 _ 2x%/2
=[[x*—x+1+2x 26 2dx =5 —F+x+ T -5 +C
_ X3 X2 4x5/2  4x3/2
Luego,F(x)—-3—7+x+ - +C

f) F(x) = [(e* — x)2dx =[(e?* — 2xe* + x?)dx =2e?* — 2 [— (x-I)]+% 2+C

1 x3
% —ue®t e T

]
N
3]

Luego, F(x) = e?* — xe?* + x3—3 +C
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ARTIFICIOS DE SIMPLIFICACION. Se centra en simplificar la integral dada para
transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla bisica de integrales.
Generalmente se factoriza, se simplifica y se integra.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 2. Aparecen integrales resueltas usando método de artificios: Simplificacion.

—Zx +2

AFX) = [—"2dx=[(x - 2+2x'2)dx———2 +—+C

x2 2
Luego, F(x) ik 2x — 2 c

x +2x 4 - 225  2x15 4405
dx = [(x® + 2x%5 — 4x~0%)dx = e e

b)F(x)={ +C

2.5 1,5
Luego, F(x) = &= + 4xT— 8x%5 + C

¢) F(x) = f’f:__: dx=[ (x+i)_(:_z) dx=[(x+ 2)dx = x?z +2x+C

2
Luego, F(x) = x? +2x+C

AF(x)=[ZB ge= [ 22 gy=—f2

4x2-9 (2x+3)(2x-3) dx = —Ln|2x 3|+C

2x-3

Luego, F(x) = %LnIZx -3|+C

e) F(x) = fx+27 fwdx : [ (%2 —3x+9)dx—-x——3%z+9x+c

Luego, F(x) =x?3—32i2+ 9x + C

f) F(x) = f—dx—

1 _— — —
S = I = 35 de=Inle -2l

Luego, F(x) = Ln|x — 2| —
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8 F(x) = [%d f“r'z)(‘r*z)dx S0+ 2)dx =20+ 224 C

1,5
Luego, F(x) = 2xT +2x+C

x%+4x+16 x2+4x+16 1
h)F(.‘X.') _r 64 dx—fmdx—f;dx—Lnlx—4l+C

Luego, F(x) =Ln|x — 4|+ C

DNF(x) = [—— —-fx—_ldx=fx—i4dx=-Ln|x—4I+C

(x—1}(x—4)

x2—-5x+4

Luego, F(x) = Ln|x — 4|+ C

ARTIFICIOS DE SUMAR Y RESTAR. Estos procesos consisten —como su nombre indica—
en sumar y restar un nimero o una expresion algebraica, apropiadamente, en la integral
dada, con el objetivo de transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla basica
de integrales.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplio 3. Se da integrales resueltas usando método de artificios: Sumary restar.

a) F(x) = f dx = [ 25 5dx=f(i5——) —f(l——s dx=x—5Ln|lx+5|+C

x+5 x+5 x+5

Luego, F(x) =x — 5Ln|x + 5|+ C

b) Fx) = [ Zdx=2 22 dx =2 [ (22 + L) dx =2 [ (1+ 1) dx
=2[x+3Ln|x-3|]+C

Luego, F(x) = 2[x + 3Ln|x - 3|] + C

2e-141 g _ 1 (2x-1
o) F(x) = f2x1 'erl f 221 Ef(u__1+2x 1)dx 'r(1+2x 1)dx

=2[x+3inl2x —1l| +¢C

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Luego, F(x) = % [x + %LnIZx - 1|] +C

d)F(x) = [Edx= [E2 g = 208 gy = [ (B0 2 gy = [ (1- ) ax

x+6 +6 x+6 x+6

=x—4ln|x+ 6|+ C

Luego, F(x) =x — 4Ln|x + 6]+ C

x+1—x x+1 _ i 1
OF() = =l o= (i~ ) =1 G- 5) ax

=In|x|-Ln|x+1]+C

Luego, F(x) =Ln|x| —Ln|x+ 1|+ C

DF() = [Edx= [EI M ax = (200G = [ (224 Dy = [ (14 ) ax
=x+4ln|lx-3|+C

Luego, F(x) =x+4Ln|x - 3|+ C

_ [ x4 —1r2x+8 2x+3+45 2x+3 _ 1
g) F(x) - f2x+3d f2x+3dx f 2x+3 dx = f(2x+3 2::+3 dx= f(l + 2x+3) dx
=3 a3 i b inioe 30+ e Sinten 4314

Luego, F(x) = %x +2Ln|2x +3/+C

2199 2+9 9 9
W FG)=f2 rorid = J|::|c2+9 dx=] (%_ x2+9) dx = (1 - xz+9) =[dx- 9-’. i
=x—09l1 s
=x 93ArcTan(3) +C

Luego, F(x) = x — 3 ArcTan (;—‘) + €.
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5.6. INTEGRACION POR METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Se trata de hacer un cambio de variable para transformar la integral dada en otra integral
equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales, luego de integrar se regresa ala
variable original devolviendo el cambio de variable. Aqui se usa una nueva variable,
generalmente u y su diferencial du.

El cambio de variable se realiza en cada factor que aparece en el integrandc. Puede ser
necesaria la combinacion con otros métodos de integracidn.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando método de Cambio de variable.

a)F(x) = [xvx +3dx CViu=vx+3 > u?=x+3 > x=u>—-3 » dx=2udu

5
Reemplazandoen F = [(u? — 3)u(Rudu) =2f(u* —3u?)du=2 (u— - 3%) +C
_ 2’ 2
=——-2u“+C
5
Volviendo a variable original: F(x) = 2 'x+ —2vx + + C
— [¥x—4 = 2 _ — 72 =
b)F(x)—-dex CViu=vx—-4 > ul=x—4>x=u?+4 > dx=2udu
u244—4 uZ44
u+4 du=2 f (u2+4 uz+4) du

)du -2 [du— 8f2 du=2u+8= Arctan()+6‘ 2u+4ArcTan()+

—Zf(

c

Volviendo a variable original: F(x) = 2vx — 4 + 4ArcTan ( ,xz—4) +C

¢) F(x) = f—dx CV:u=vx—-5-3ul=x—-5>x=u2+5 > dx =2udu

Reemplazando en F = f *5 (2u du) =2 [(u? + 5)du =2 ( : + Su) +C= zTu3 +10u+C

Volviendo a variable original: F(x) = éw/x 5 + 10vx—-54+C
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CViu=vVx-2o>ul=x-2>o5x=u?+2 > dx=2udu

3
Reemplazandoen F = [ @ Rudu) =2 [(u* + 4u? + 4)du=2 ("?5 + 4—:— + 4-u) +C

=§u5+gu3+8u+c

Volviendo a variable original: F(x) = %\/x - 25 + gw/x - 2q +8vx—-2+C

2
= Viu=¥xr > ud=x > x=u3 > dx = 3u?du

e) F(x) = f
Reemplazando en F = [ (3u?du) =3 [ (u* +wydu) =3 (4 + %) + ¢

_3.5,3 2
—su +2u +C

Volviendo a variable original: F(x) = % Vr + % Y +C

f) Fx )—fH‘rd (Vu=V¥x o> ud=x 5> x=1® = dx=3u’du y Vx =u??

7/2
Reemplazandoen F = j' = dx = [ —— . (3 u2du) =3 [(u +u®?)du = 3(—+';T +C
32,6 17/2

U tou +C
; : £ 332  63-7/2
Volviendo a variable original: F(x) = oy ¥V + = V=" +¢C
g) F(x) = f32x+ dx CV:u=g\/2x+1—>u3=2x+1—>x——1—)dx-5ud

Reemplazandoen F = [+—— f e 2dm—-—j'(u u)du=_(“_5_.“_z +C

X
342x+

_3.5_ 32
20 ¢ g Y +C

5
Volviendo a variable original: F(x) = = ¥2x +1 —3VZx¥1 +C

h) F(x) = [VI+xx%dx CViu=1l+x-o>x=u—1-> dx=du
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Reemplazandoen F = [ vu(u — 1)? du = [ u®S(? — 2u + 1)du

3, 4 5
=3 f(u?5 — u15+u°5)du———2—+—+C— u35—3u25+ “uBS+C

; ; - 2 3,5 a4 25 2 1,5
Volviendo a variable original: F(x) = ;\/1 +x - E\/l +x + 5\/1 +x +C

)F(x) = f drasen’z CViu=Arcsenx >x=Senu—> dx=Cosudu

Reemplazandoen F = fu—ZCos udu={ s Cosudu= fu—z Cosudu
v1-Sen’u vCos?u Cosu
3
=fu2du=u?+C =§u3+C

Volviendo a variable original F(x) = iArcsen:"‘x +C

Ejercicios. Calcular las siguientes integrales:

a)F(x)=f‘/%dx b) F(x)=[ xvx —1dx
1+x Cosx
i DFE) =[ fsms @
e?X 1 1
e)F(x)=fﬁdx 0F(x)=fx\/ﬂ__2dx;x=;

5.7. METODO DE COMPLETAR CUADRADOS EN EL DENOMINADOR

Este método centra su interés en completar cuadrados en el denominador del integrando con
la finalidad de transformar la integral dada en otra integral equivalente que se encuentre en
la tabla bésica de integrales, en las que aparecen los términos u? y a?; luego de integrar se
regresa a la variable original devolviendo el cambio de variable. También se usa la nueva
variable u, su diferencial du y una constante a. Este método se combina con cambio de
variable simple.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando método Completar cuadrados en el
denominador.

1
dx=fmdx CViu=x+2 > du=dx

a)F(x)=J

1 1
dx= |
x2+4x45 (x+2)%2+1
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Luego, F = [ dx={ ﬁdu = Arctan(u) + C

(x+2)2+12

Volviendo a variable original: F(x) = Arctan(x+2) +C

1 1 1
b)F(x)=fxz_6x+5dx=-fm;dx= fmdx CViu=x—3 > du=dx
_ 1
LuegoF fw—z?dx—fm Z(Z)Ln m)+c —Ln(— +C
x—3—2
Volviendo a variable original: F(x) = -Ln (Z i +C= —L —J]+C
QF@) = =t = g
4x2+4x+10 4x2+4x+1+9 (2x+1)2+32

CV:iu=2x+1-> du=2dx->dx=%

Luego, F = [ =fu2;E =2 [ ——du --Arctan( ) +C ——Arctan( ) +C

(2x +1)=’-+32 +32 2 29 u?432 23

2x+1 +C

Volviendo a variable original: F(x) = %Arctan (

5 P s Tl o [ e
d)F(x)—fmdx—fmdx-fmdx CViu=x—-4- du=dx

N S S A N - 21 32
Luego,F—fmdx—fwdu In(u+Vu2+3%)+C

Volviendo a variable original: F(x) = Ln(x — 4+ Vx%Z —8x + 25) + C

1 1
e)F(x)=f2x_x2_1odx——fmdx fmdx CViu=x—1-> du=dx

Luego, F = — [ —~—dx=— [ —du= -%Arctan(g) +C

(x—-1)2+32 uZ+432

Volviendo a variable original: F(x) = — %Arctan (%1) +C

= ot gy
f) Fx) = f 3+4x— 4x2 dx = f 4-1+4x—4x2 dx f 22— (1-2x)? dx

CViu=1-2x> du_—2dx—>dx—-—"2—“
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= (—1  ge_rLt \_e)_ 1r 1 ., _ 11 (_z‘”‘)
Luego, F = f22—(1—2x)2dx_-r22—u2( 2)_ 2 zz—uzdu_ zz(z)Ln 2—u +C

=—2m (2 +c

2-u

Volviendo a variable original: F(x) = —%Ln (ﬁ) +C= —%Ln (ﬂ) +C

1 1 1
DFW) = | == | e ¥ = | e

du

CViu=1-2x—> du=—-2dx > dx=—?

1 1 du 1 1 1 )]
Luego, F = f—f—zz—(l-zx)z dx = f_'—zz—uz (— ?) =— Ej_’—zz—uz du= —EArcsen (E) +C

Volviendo a variable original: F(x) = — %Arcsen (1_221) +C

5.8. METODO DE INTEGRACION POR PARTES
Se aplica la denominada férmula de integracién por parte (FIPP): fu:dv=u-v— [v-du

Dicha férmula se obtiene tras aplicar el diferencial al producto de dos funciones y luego, la
integracién adecuada. En efecto:

Diferenciando: d(u-v) =u-dv+v-du
Despejando: u-dv=d(u-'v)—v-du
Integrando: [u-dv=[du-v)—[v-du
Finalmente: fu-dv=u-v— [v-du

OBSERVACION. Este método se usa cuando en el integrando hay factores indicados,
funciones trigonométricas inversas o logaritmos.

En la separacién de factores, el dv tiene que contener el diferencial de la integral dada y debe
ser el mas complicado pero factible de ser integrado.

PROCESO. Consiste en partir de la integral dada, dos factores identificados a manera de un
cambio de variable con u y dv (diferencial de v). Inmediatamente al integrar se halla v, asf
como el diferencial de u, du; luego se procede a usar la FIPP.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando el método de integracion por partes.
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a)F(x) =[x e* dx CV:(Du=x—->du=dx.
u dv

(i) dv =e%%dx » [dv = [e®*dx > v =-;-e3"

=F(x) =[x ¥ dx=(x) @e“") - f%es"dx =%xea" —%fes"dx =%xea" -%%e“" +C
u dv

Es decir, F(x) = %xea" - ieﬂ" +C

b)F(x) = [xCos(2x)dx  CV:(Du=x—>du=dx.
u dv

(ii) dv = Cos(2x)dx — [dv = [ Cos(2x)dx - v = %Sen(Zx)

=F@) =] x Cos(2x) dx = (x) (%Sen(Zx)) - %Sen(Zx)dx =%x Sen(2x) — -:;fSen(Zx)dx
u dv

= %x Sen(2x) — % (— % Cos(Zx)) +C= %x Sen(2x) + %Cos(Zx) +C

Es decir, F(x) = %x Sen(2x) + % Cos(2x) + C

i e it
Q) F(x)=[Lnx dx CV: (i) u=Lnx—>du=_dx.

u dv

(idv=dx »>v=x

=F@) =fInxdci=xIlnx—[xidr=xInx—[dx=xInx—x+C
% dv *

Esdecir, F(x) =xIlnx—x+C

d) F(x) = [x Secx-Tanxdx CV:(Du=x—>du=dx.
u dv

(ii)dv =Secx-tanxdx > v =Secx

= F(x) =f£§ecx-Tanxd§=-xSecx—fSecxdx=xSecx—Ln[Secx+Tanx] +C
u dv

Es decir, F(x) = x Sec x — Ln[Sec x + Tanx] + €
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e)F(x)=_[:£i e %*dx CV:(Yu=x%—>du=2xdx.
u dv

(i) dv = e"%*dx - v= —%e‘z"

= (v2 p—2% e — o2 Lo-2x _ (=1 ,—2x —_1. 2, -2x —2x
= F(x) f%e dx=—x? ~e J5e % 2xdx=—x%e"? + [xe™* dx

dv
— 1 2,-2x -2x ; = =
F(x) = —3x% +[x e ¥dx  CVi(Ju=x->du=dx.
u dv
(dv=edx —» v=—le%*

—_1 2 -2x —2x g, _ 1.2, -2x C1-2x g1 -2x

=F(x) = —;x% +[x e~ dx= Sxle* +x-—e j'ze dx
u dv

—_1 2, -2x_1, —2x 1 —2x4.__1,2,-2x_ 1, ,-2x_ 11 -2«
=—-x’e Sxe ¥+ [em¥dx =—2x%e SxXe 526 +C
Es decir, F(x) = —%xze‘z-1C - gx e~ —%e'z" +C

i X . 3 — pX — X
f) F(x) = [ e* Co.s;:dx CV: () u=e* >du=e*dx.

u

(ii) dv=Cosxdx »>v=3Senx

=F(x) =fg; (.‘os::dx=e"3enx—fSenx(exdx)=e’Senx—fe‘Senxdx

d
= F(x) =e*Senx — [e* Sen x dx CV: (Yu = e* - du = e*dx.
‘-1': dv

(ii) dv =Senxdx ->v=—Cosx

o s — X Y- & S _ x
= F(x) = e* Senx f‘i;' Ser:i;cdx—e Sen x — e*(—Cos x) + [(—Cos x)e*dx

Es decir, [ e*Cos x dx = e* Sen x + e*Cos x — [ e*Cos x dx

De donde, 2 [ e*Cos x dx = e* Sen x + e*Cos x

Finalmente, [ e*Cos x dx = %(Sen x+Cosx)+C

QFx)=[ Arct:m % %&c CV: () u = Arctan x > du = 1+1x2 dx .
v

(i) dv=dx sv=x
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1

1
14x2

= F(x) = [Arctanx dx=xArctanx — [xdx=xArctanx — [ —xdx
u

dv

14+x

CV:u=1+x2 —)du=2xdx—)xdx=d?u

1
1+x2

F =xArctanx — [ xdx:xArctanx—fﬁ‘i—":xArctanx—%f:—‘du

=xArctanx—%Lnu+ C

Volviendo a la variable original: F(x) = x Arctan x — %Ln A+x)+C

h) F(x)=f%=f!.n(x+1) pdx
u N ——

dv

CV:(D)u=ILn(x+1)>du= ;:_—1dx.

(i) dv = ==dx=(x + 1) M2dx >v=2Vx +1

1
vx+

=>F(x)=_an(x+1) J%dx=bn(x+1)2\[x+1_-r2\/x+1x_11dx

u dv

=2Vx+1lnx+1)-2f(x+1)"V2dx
=2Vx+1ln(x+1)-2@QWx+1+C
Esdecir, F(x) =2vx+1Lln(x+1) - 4/x+1+C

Q) F(x) = [ Ln*x dx=[Lnx Lnxdx CV:(i)u=Lnx—)du=%dx.
u dv

(i dv=Inxdx bv=xInx—x

=F(x) =[Inx Lnxdx=Lnx(anx—x)—f(anx—x)idx
u dv

=Inx(xinx—x)— [(Inx—1)dx=Lnx(xIlnx—x)—xLnx+x+x+C

Es decir, F(x) = xIn?x —2xInx+2x+C

EJERCICIO. Resuelva la integral F(x) = [ e**Sen(bx)dx
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5.9. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Este proceso centra su interés en sustituir en el integrando de una integral dada, factores de

la forma vx2 + a2, Vx2 — a2 o Va? + x?% por funciones trigonométricas mediante un cambio
de variable, con el objetivo de transformarlo en otra equivalente que se encuentre en la tabla
basica de integrales.

Si aparece VxZ + aZ el cambio de CV: x = a Tan t resultaservxZ +aZ = aSect
Si aparece Vx2 — a2 el cambio de CV: x = a Sec t resultaser Vx2+ a2 =atant

Si aparece Va2 — x2 el cambio de CV: x = Sen t resultaser Va2 —x2 = aCos t

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se da a conocer integrales resueltas usando Sustitucion trigonométrica.

1 1
) F@) = [ pemix=] g dx

ElICV:x =5Sent > dx=5Costdt > V52 —x2 =5Cos t

_ 1 _ SCostdt  _1r 1 _1 _1 _
=F(x) = f—m@__xzdx _f(ssent)(smst) =<[——dt=2[Csctdt=ZLn[Csct—Cott] +C
Volviendo a la variable original: Sen t = g; Csct = % Cott = Szx_xz

5
x
t
52 _ 42

52Z_x2
x

Finalmente, F(x) = éLn (% — +C

3 3
W F) = eim = Gy

EICV:x =2Tant — dx = 2 Sec’tdt > Vx? +22=28ect

_ x3 _ r(2Tant)? 2 _ r8Tant 2 o Tan?t
== I(Vx2+22)3 o _'r (2 Sect)? (E3ec™t dt)—f 8 Sec3t (2iSec"tudt) _Zf Sect oF

Sent

= 2 [(Tan?ttant Cos t)dt =2 [ (Sec?t — 1) Costdt=2 [(Sec’t Sent — Sent) dt
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=2[(_;Sent —Sent)dt =2 [(Sect Tant)dt — 2 [ Sen t dt

Luego, F =2Sect+2Cost+C

. . i _ X _ Vx%422 2
Volviendo a la variable original: Tant = P Sect = = Cost= v

T

x
t
2
=F=2Sect+2Cost+C=F(x)=2 x;z +24—#+C

4

i el BT
Finalmente, F(x) = vx2 + 22 + Wom ey

¢) F(x) =Imdx=f—1sdx

(v‘ez—xi)
ElICV:x =eSent > dx=eCostdt > Vet —x2=eCost

1

=F= "l(rzCost)-'-‘I

(eCostdt)= [ ——=(eCostdt)==[——dt== [ Sec’t dt

(e Cos t)? e2” Cos?t
i 4

=F==5Tant+C
e

Volviendo a la variable original: Sen t = % Tant=

VeZ—x2
e
x
f
1 x
Finalmente, F(x) = P B o +C
Ejercicios. Resolver las siguientes integrales:
1 1
a)F(x)=fmdx b) F(x)=fmdx

AOF(x)=/ '1;"2 dx
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5.10. INTEGRALES QUE CONTIENEN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando identidades trigonométricas.

AFx)=[

dx = f.S‘ecz(x/Z) dx

1+Cosxdx_ IZCosz(x/Z)
CV:u=§ - du=%dx — dx=2du
=F= ij'Secz(x/Z) dx =Tanu+C

Volviendo a la variable original: F(x) = Tan (x/2) + C

b) F(x) = f1iec::x CViu=1+Cosx > du=—-Senxdx > —du =Senxdx

>F=[-(-du)=—[ ~du=—Inu+C

Volviendo a la variable original: F(x) = —Ln(1 + Cos x) + C.

) F(x) = [30ED gy - [ZenCos) 30— 5 [Senx dx=—2Cosx + C

Cosx Cos(x)

POTENCIAS PARES DE SENO 0 COSENO. Se aplica el seno o coseno del Angulo mitad.

, 1-Cos(2x) b) Coea = 1+Cos(2x)

2
a) Sen‘x = - 5

Ejemplo 2. Véase la solucién de las integrales:
2 1, Cos(2x) 1 1 1
a) F(x) = [Cos?*xdx =] (5 + T) dx = EI(l + Cos(2x) dx=; (x + ESen(Zx)) +C

Es decir, F(x) = %x + %Sen(Zx) +C

2 ]
b) F(x) = J- Sendx dx = J- G + Casz(Zx)) dx = J-1 2 Cos(z:::)+c.‘osz(2x) dx

= x—— os(Zx}dx + -] Cos<(2x x——x—— en(Zx)+-) ——
=2 [ dx -3 [ 2Cos(2x)dx + 2 f Cos?(2x)d ~Sen(2x) + < [ 2 gy

=1.,._1 Hleal e e oo g L
=X 4Sen(ZJc) +4(2x+BSen(4x)) +C——4x 4S.'m(Zx)+811:+328en(4-x) +C

Es decir, F(x) = %x - %Sen(Zx) + %Sen(tlx) +C
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POTENCIAS IMPARES DE SENO O COSENO. Se busca usar la férmula Sen?x + Cos?x = 1

Ejemplo 3. Véase la solucién de las integrales:
a) F(x) = [Sen3x dx = [ Sen?x Sen x dx = [(1 — Cos?x) Sen x dx
= [Senx dx — [ Cos?x Sen x dx CViu=Cosx — du=—Senxdx

=—Cos x — [u?(—du) = —Cos x + [u?du=—Cos x + %u3 +C

Es decir, F(x) = —Cos x + %Cas3x +C

b) F(x) = [ Cos*x dx = [ Cos®x Cos x dx = [(1 — Sen®x) Cos x dx
= [ Cos x dx — [ Sen?x Cos x dx CV:u=Senx > du=Cosxdx
=Senx — [u?du= Senx—§u3+(.‘

Es decir, F(x) = Sen x — %Serﬂx +C

¢) F(x) = [ Cos®x dx = [ Cos*x Cos x dx = [(1 — Sen®x)? Cos x dx

= [(1 — 2 Sen?x + Sen*x)? Cos x dx

=[Cos x dx — 2 [ Sen?x Cos x dx + [ Sen*x Cos x dx
CV:u=Senx — du=Cosxdx

=Senx — 2 [u?du+ [utdu= Sen::c—§u3 +%u5+C

Es decir, F(x) = Senx — ;Sen3x + %Sen5x +C

SENO Y COSENO CON EXPONENTE PAR E IMPAR O VICEVERSA

El exponente impar se transforma en uno par y otro impar, luego se resuelve. En algunos
casos puede hacerse esto con cambio de variable para seno o para coseno.

Ejemplo 4. Véase la solucién de las siguientes integrales:
a) F(x) = [ Sen*x Cos x dx

CV:iu=Senx — du=_Cosxdx
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F(x) = fSen“xCosxdx=fu‘du=§u5 +C

Es decir, F(x) = §Sen5x +C

b) F(x) = [ Cos®x Sen®x dx = [ Cos®x Sen?x Sen x dx = [ Cos?x (1 — Cos?*x)Sen x dx
= [ Cos?x Senx dx — [ Cos*x Senx dx

CViu=Cosx - du=-Senxdx - —du=>Senxdx
= [u?(—du) — [u*(—du) = — [uldu + [utdu= —%u-" + %us +C

Es decir, F(x) = —%Cos:"x + %Cossx +C

O F(x) = J-Senaxdx _ jSenszenxdx=fSl-Coszx!Senxdx

Cosx Cos x Cos x

CViu=Cosx - du=-Senxdx=—du=Senxdx

_  (1—Cos*x) _ ) _ - i g
= [y Senxdx=[——(—du)=—[du+ [udu=—Ln(w) +5u’ +C

Es decir, F(x) = —Ln(Cos x) + %Coszx +C

d) F(x) = [ Senx Cos?x dx = [ Sen x Sen*x Cos?x dx = [(1 — Cos?x)? Cos?x Sen x dx
= [(1 — 2Cos%x + Cos*x) Cos?x Sen x dx
=[ Cos?x Sen x dx — 2 [ Cos*x Sen x dx + [ Cos®x Sen x dx
CViu=Cosx > du=-Senxdx »> —du=Senxdx
= [u?(—du) — 2 [ u*(—du) + [ub(—du) = — [uPdu + 2 [ u*du — [uSdu

13,2 5 17
=—=uw+-u—-u' +C€
3 +s 7 "

Es decir, F(x) = — %Cos3x + %Cossx - % Cos’x+C

PRODUCTOS DEL TIPO: Sen(ax) - Cos(bx) CON a, b nimeros enteros

Se busca usar las siguientes identidades:
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Sen A+ Cos B =~[Sen(A + B) + Sen(A — B)]
CosA-SenB = % [Sen(A + B) — Sen(4A — B)]
Cos A Cos B =%[COS(A + B) + Cos(4 — B)]
Sen A+ Sen B = —>[Cos(A + B) — Cos(A — B)]
Ejemplo 5. Véase la solucién de las siguientes integrales:
a) F(x) = [ Sen(5x) Cos(3x) dx = % J[Sen(8x) + Cos(2x)] dx
= % (— % Cos(8x) — % C as(Zx)) +C

Es decir, F(x) = — %Cas(sx) - %Cas(Zx) +C

b) F(x) = [ Cos(3x) Sen(2x) dx = -:—f[Sen(5x) — Senx] dx
=-:-(-§Cos(5x) + Cos x) +C

Es decir, F(x) = — :—OCos(Sx) + %Cos x+C

¢) F(x) = [ Cos(6x) Cos(2x) dx = %f[Cos(Bx) + Cos(4x)] dx
= % (%Sen(Bx) + ESen(4x)) +C

Es decir, F(x) = %Sen(Bx) + %Sen(4x) +C

d) F(x) = [ Sen(9x) Sen(5x) dx = —3 [[Cos(14x) — Cos(4x)] dx

1/1 1
—3 (& sen(14x) — 1 Sen(4x)) + €

Es decir, F(x) = — 21—8Sen(14x) + %Sen(4x) +C

5.11. INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES
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OBSERVACION. Cuando se tiene gue integrar una fraccion racional, es decir, un cociente de
NG

dos polinomios de la forma r(x) = Dy

debe tomarse en cuenta lo siguiente:

a) Si en el cociente, el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador,
entonces dicha fraccién se divide hasta que el grado del numerador sea inmediatamente
menor que el del denominador. Se usa la division mixta.

b) Si en el cociente, el grade del numerador es menor que el grado del denominador entonces
la integral se resuelve usando alguno de los cuatro casos de separacién en fracciones simples
que se mostraran en este texto.

CASO 0. Cuando el integrando se tiene que dividir, es decir, cuando el numerador es mayor
o igual que el denominador.

Ejemplio 1. Se muestra integrales resueltas cuando se tiene que dividir, Caso 0.

2 2
a)F(x)=/[ ﬁdx Dividiendo se tiene T =x—-1+ m

2 1 1 2
= F(x) =fﬁdx=_f(x—1+m)dx=f(x—1)dx+fmdx=x?—x+Ln(x+1)+C

2
Luego, F(x) = % —x+In(x+1)+C

x3—x+3 T : x3—x+3 2x+1
b) F(x) = | 5——dx Dividiendo se tiene S—— =x—1+—7——
x“+x—-2 x4+x— x“+x—2

= F) = [528x =f (x - 1+ 228 Y dx = [(x - Debx + [ 2L

+x—2 24x-2
—x+J :’:12 cv: u=x+x—2 - du=(2x+1)dx

2 2
F=x?—x+f%du=x?—x+Ln(u)+C

2
Volviendo a la variable original: F(x) = x? —x+In(x?+x-2)+C
OF(x) =[— Dividiendo se tiene - = 1 — 241
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1
2x+1 2x+1 2x+1
= F() = [ Frmde=f (1- 220 Y dx= [ dx - [ dn=x - [ 22 ax

CV: u=x%+x+1 > du=(2x+ Ddx

F=x—fidu=x+Ln(u)+C
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Volviendo a la variable original: Fx)=x—In(x*+x+1+C
dDFx) = x dx Dividiendo se tiene =x+3+ B et Se resolvera mas
(x-1)* (x 1)3 (x-1)3 °

adelante en el caso 2.

CASO 1. Cuando el denominador contiene factores de primer grado en el que ninguno se
repite.

Proceso. Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

Px) _A B pix) _ 4 B
) x(x—b) T x iy x—b b) (x—a)(x-b) T x-a + —b
— e A, B . € P A L L
C) x{x—b)(x—c) x + b + x—c ) {x—a)(x—b)(x—c) x—a * —b +

y asf sucesivamente.

Ejemplo 2. Se presenta integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 1.

a) F(x) = [ 223 gy = 223 Caso 1

x2 +x x(x+1)

A fracciones simples:

5x-3 _ A B _ AQ@+1)+Bx _ (A+B)x+d {A =3

2(x+1) x| 2+l x(x+l) | x(x+1) B=2
Luego, F(x) = :(;r:) f(x+—)dx 3f dx + Zf—dx 3lnx—2In(x+1)+C

Esdecir, F(x) =3Inx—2Lln(x+ 1)+ C

2x—19 2x—19
b) F(x) —-J-mdx —fmdx Caso1
i i ] 2x-19 _ A B A(Bx—-1)+B(2x+3) _(3A+2B)x+(3B—-4) A=4
A fracciones simples: == = s+ o = oG (2x+3)(3%-1) {B =_5§

2x—19 _ 4
(2x+3)(3x—1) dx=[ (2x+3 + 3x—1

Luego, F(x) = | )dx 4f—dx—5j'?1_1dx

2x+3

=4- In(2x+3)—5;In(3x— 1) +C

Es decir, F(x) = 2 Ln(2x + 3) — gLn(3x -1+C
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8x2-13x-1
) F(x) = fx(x Ty dx Caso1
A fracciones simples: 2—3%=L _ A4 B € AGI-DiBxEiLICx&D) BA—= 13
PIeS e Dern  x a1k x(x-1)(x+1) P - IO

_ [ 8x2—13x-1 , _of1 3 10 — (Ll _ar 1 o
Luego, F(x) = "rx(x—l)(x+1) = 'r (x x-1 * x+1) Eap= fx ok "rx—l ax +:10 I x+1 E

=Inx—3n(x—1)+10ln(x+1)+C

Esdecir, F(x) =Inx—3Ln(x— 1)+ 10ln{x + 1)+ C

5x3

d) F(x) = [ Caso 1
A fracciones simples: e B +3 — t 5= AP =R B O ) g i :;
P x(x-1)(x+1) x —1 +1 x(x—1)(x+1) p : 1

Luego,F(x)=f5xz—_3dx f( +—+—)dx 3f dx+f dx+_f—dx

x(x—1)(x+1) x+1 x+1
=3nx+Iln(x—1D+In(x+1)+C

Esdecir, F(x) =3lnx+Ln(x— 1D+ ILn{x+1)+C

CASO 2. Cuando el denominador contiene factores de primer grado en el que alguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

px) __A  _ B ) BB C
a) (x-0)? ~ x-a (x—b)? b) x2(x—b) x * x2 * -b
)ﬂ =A, B & ) ) N B & 2
x(x—b2  x  x-b (x—b)? (x-a)2(x-b)2  x—a (x-a)2 x-b (x-b)?

c D
(x—b)? + (x-b)?

@) _4, 8
€) x(x—b)* ~ x ¥ x—b ¥

y asf sucesivamente.

Ejemplo 3. Se da integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 2.

Z2x+1 2x+1
a)F(x)=/[ = x;;ﬂ x = (x’i)z dx Caso 2
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2x+1 _ A B _ A(x—1)+B _ Ax+(B—A) {A=2

T x-1 B=3

A fracciones simples: x-1)? L e (x—1)2

2x+1

Luego, F(x) = f(x_l)zdx=f(ﬁ+(x_3—1)z)dx =2fx—i1dx+3f(x—1)'2dx

= 2In(x-D+3E 4 c=2In(x-1) -2+ C

Esdecir, F(x) =2Ln{x—1) — :Tl+ c

14x+9
b)F(x)={[ (2;1)2 Caso 2

. ’ L 14x+9 A B A(2x+1)+B _ 2Ax+(A+E) A=7
A fracciones simples: (2x+1)2 ~ 2x+1  (2x+1)2  (2x+1)2  (x+1)? {B =2

14x+9 1 -

Luego, F(x) = [ = 11)2 dx=F(x)={ ==t (2x+1)2) dx =7fmdx +2[(2x + 1) 2%dx
=73 Ln(2x+1)+(2)IM +C=lin@x+1)-—_—+cC.
) F(x) = fx (’;"'1)2 Caso 2

g ; . x¥1 _ A, B € _ Alx—1)2+Bx(x-1)+Cx A=1
A fracciones simples: — oz T T e 1) C=-_—21

Luego,F(x)=J'idx=_f(l Lo g & )dx=f£dx—fx+1dx+2f(x—1)‘zdx

x(x-1)2 x x-1 (x-1)2

—1y—=1
= Lnx—Ln(x—1)+2%+C=Lnx_[,n(x_1)_’:_1+c

Esdecir, F(x) =Lnx—Ln(x — 1) — ﬁ +C

3x%45x
dF(x)=[————— T dx Caso 2
A fracciones simples: R o= Al PP HBG- Dt DHC(x-1) = g i i
! TPIeS: e D+1)2 ~ x-1 ' x#1 ' D2 (x—1) (x+1)2 F _ i

3x2+5x
LlIEgO, F(x) - J.(x 1)(x+1)2 J.(z g x+1 (x+1)2) dx

—zf—dx+f —dx + [(x +1)2dx
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-1
= 2l'-r"l(x—l)+1f-ﬂ(x+1)+%+C‘=2Ln(x—1)+L,n(x+1)—x—11+c

Es decir, F(x) = 2kn(x — 1) + Ln(x + 1) — ﬁ +C

&

e Fx) =] (xf1)3 dx Caso 2.

i oo . xt 6x?—Bx+3
Dividiendo se tiene it +3+ =

6x —8x+3 Eoe e
= F) = [ mar={ (x+3+ 555 dr = [+ Byax + [ £ 5 ar
A fracciones simples: $5.-8%+3 _ 4 B, € g = 2
ples: (x—-1)3 x-1 ' (x-1)2 @ (x-1)? =
c=1

Luego, F(x) = [ (x + 3)dx + fﬂx-_js)r:a dox
- —+3x+f(—+(x ) d

=x?z+3x+ﬁfﬁdx+4f(x—1)‘2dx+j(x—1)-3d,x

4(x—1)— (x—1)—2
-2

=—+3x+6Ln(x 1)+ +C

=—+3x+6Ln(x—1)——— i 4¢C

x-1 2(x—1)2%

Es decir, F(x) = — + 3x+6ln(x—1)— ﬁ - Z(xii)z

+C

CASO 3. Cuando el denominador contiene factores de segundo grado en el que ninguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

p(x) _é Bx+C p(x) — i Bx+C
) x(x2+@) x  x%+a’ a>0 ) (x—a)(x2+b) x—a x%+b’ b>0
) p(x) _ Ax1B + Cx+D’ a>0,b>0

(x2+a)(x2+b)  x%+a = x%+b
y asf sucesivamente.

Ejemplo 4. Se muestra integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 3.
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_ 3 (x+2)?
a) Demostrar que F(x) = f poc 8 = In\ ) + Arctan ( V,_) +C
; ; . 1 _ A Bx+C _ A(x%2-2x+4)+(Bx+C)(x+2)
A fracciones simples: 2348 (x42)(x2-2x+4)  x+2 £ x2-2x+4 (x+2)(x2—2x+4) =
A=1/12
B=-1/12
=3
1/12 ~Z4l
—— 12 3
Luego, F(x) = -r (x+2)(x2—2x+4) f x+2 '+ f x2-Zx+4 o
x+2 %+ 12-r (xz 2x+4-)
1 3
=™ [-r z 2x+4) x—J x2-2x+4 dx]
1 1 2(x-1) 3
- 12-r x+z [ / (xz 2x+4) x2—2x+4 dx]
(x+2)? v"
L — 2x+4) 7 Arctan ( v’_) +C

Es decir, F(x) = [ —

S . R W 21
3+s T 24 Ln 2—2x+4) + 12 AtgEml ( V3 ) +E

CASO 4. Cuando el denominador contiene factores de segundo grado en el que alguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

) p(x} __ A Bx+C Dx+E

= a>0
x(x2+a)? x| x%+a | (x2+a)?’

__px) A | BxiC |, DxiE
) (x-a)(x2+b)2 ~ x—a ' xZ+b t (x2+b)2’ b>0
) p(x) _ Ax+B Cx+D Ex+F Gx+H a>0,b>0

(2+a)2(x2+8)2  x+a  (x2+a)2 | xZ+b  (x2+b)2’

y asf sucesivamente.

Ejemplo 5. Se da a conocer integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 4.

a) F(x) J- x +3x

(x 2+1)2
. . _X%43x _ Ax+B | Cx+D _ (Ax+B)(x®+1)+Cx+D A=3 B=0
A fracciones simples: i — xrer T g 12 { C=2 D=0
x343x _ 1x+0 2x+0
Luego, F(x) = f (x2+1)2 dx = f (x2+1 (xz+1)z) dx
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(x +1) +1)

+C

=;fxz+1dx+f(x +1)'2(2x dx)=—Ln(x RO | .

=—Ln(x +1) - +€

2+1

Ejercicios. Resolver:

4x43
a) F(x) f x3+:x2+3x b) F(x) 'r x3 xz
x24+x+10 x5
) () = Grrmypzrn & d) () = | Gara

5.12. PROBLEMAS DE APLICACION DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

En ciertos hechos o sucesos de la realidad, resulta mas simple determinar su razén de
cambio; con lo cual aparecen modelos como los siguientes: Rapidez de crecimiento de una
poblacién, rapidez con la que se desarrolla un comercio, rapidez con que cicatriza una herida,
razon de cambio con la que se desarrolla una epidemia, etc.

Si en una funcién se conoce la rapidez o la razén de cambio (es decir se conoce la derivada)
¥ = f(x) y asimismo se tiene conocimiento del valor de la variable dependiente para cierto
valor fijo de la variable independiente f(x,) = y,, entonces a menudo se puede encontrar la
funcién original usando la integracion. Esto sera expuesto por medio de ejemplos directos:

Ejemplo 1. (FUNCION DE UTILIDAD) Si la utilidad marginal por producir “x” unidades de
un producto se calcula mediante el modelo P’'(x) = 50 — 0,04x con P(0) = 0; donde P(x) es
la utilidad en délares. Encuentre la funcién de utilidad P(x) y luego, la utilidad sobre la
produceién de 100 unidades.

Recordemos que la utilidad marginal es /a derivada de /a funcién de utilidad, y que la utilidad
de vender cero unidades reporta cero délares; por lo tanto el problema consiste en encontrar
la funcién P(x) sabiendo que P'(x) = 50 — 0,04x con P(0) =0

Iniciamos la integracién: P'(x) =50 — 0,04x

d.P(x)

= =50-0,04x — dP(x) = (50 — 0,04x)dx

Equivalentemente:
Integrando ambos lados: fdP(x) = [(50 — 0,04x)dx
De donde, P(x) = 50x — 0,02x% 4+ C

Usando la condicién P(0) = 0 para hallar el valor de C: PO)=C > C=0
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Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por P(x) = 50x — 0,02x2

Ahora podemos calcular la utilidad P para cualquier valor de la variable independiente “x”.
Nos piden P(100) = 50(100) - 0,02(100)? = 4800.

Esto significa que para una venta (produccién) de 100 unidades del producto, se espera

recibir 4800 ddlares de utilidad.

Ejemplo 2. (HERIDA QUE CICATRIZA) Si el area de una herida que cicatriza cambia con una
rapidez que se calcula usando el modelo A’(t) = —4t~2 con 1 < t < 10; donde ¢ es el tiempo
dado en dias y A(1) = 2 en centimetros cuadrados. ;Cudl seri el 4rea de la herida después de
2; 6y 10 dfas?

Solucion.

La herida cicatriza con una rapidez dada por la derivada del 4rea A; el 4rea para el primer dia
t = 1 sera de 2 cm?; por ende, el problema consiste en encontrar la funcién A(t) sabiendo que
A'(t) = —4t3 conA(1) =2

Iniciamos la integracién desde A’() = —4t~3
7

Equivalentemente: i—t =—4t73 dA = —4t~3dt

-2
Integrando ambos lados: JdA=—[4t3dt - A(t) = —4t_—2 +C > A =2t"%2+C

Usando la condicién A(1) = 2 para hallar el valor de C: A =24+C > C=0
Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por A(t) = 2t~2

Ahora se puede calcular la utilidad P para cualquier valor de la variable independiente “t”.
Nos piden:

A()=2(2)"2=05cm? A(6)=2(6)"2=0,05cm? A(10) = 2(10)~2 = 0,02 cm?

Esto significa que en tanto transcurren los dias, el area de la herida disminuye.

Ejemplo 3. (CONTAMINACION) Un barco tanque se encuentra encallado en un arrecife
dejando escapar aceite, el cual produce una mancha que se extiende con una rapidez

dR 60
1 i o = &
cuantificada mediante la férmula i cont =0

Donde R es el radio en pies de la mancha circular después de £ minutos. Calcule el radio de la
mancha luego de 7, 10 y 15 minutos, teniendo en cuenta que el radio es cero para cuando el
tiempo es cero.

Solucion.
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La rapidez de crecimiento del radio de la mancha esta dada por la derivada de la funcién
radio R'(t), asimismo, el radio es cero para cuando t=0; en consecuencia, el problema

consiste en encontrar la funcién R(t) sabiendo que % = %
Iniciamos la integracién: ar _ 80

) dt = Jt+9
Equivalentemente: dR = 60(t +9)~ Y24t

Integrando ambos lados: [ dR = [ 60(t + 9)"3dt — R(®) = 16—/02 t+9Y2+C

Usando la condicién R(0) = 0 para hallar el valor de C: R(0) = 120(3)+ C — € = —-360
Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por R(t) = 120(t + 9)/2 — 360

Ahora se puede calcular el radio R para cualquier tiempo “t” transcurrido. Particularmente
piden:

R(7) = 120(7 + 9)*/2 — 360=120 pies de radio.
R(10) = 120(10 + 9)'/2 — 360 = 163,067 pies de radio.
R(15) = 120(15 + 9)1/2 — 360 = 240 pies de radio.

Esto significa que el radio de la mancha de aceite va creciendo a medida que el tiempo pasa.

Ejemplo 4. (GEOMETRICO) Encuentre la ecuacién de la curva que pasa por el punto (2;5)

. . . . d
si la pendiente para cualquier valor de x se obtiene de d—z =2x.
Solucion.

Interesa encontrar la funcién y = f(x) tal que % = 2x,yquey = 5cuandox = 2

Reescribiendo la pendiente dada: % = 2x - dy = 2x dx

2
Integrando ambos lados: Jdy = [2xdx - y= 2% +C
De donde se obtiene y = x2 + C 0 - f@X)=x*+C

Usando la condicién y = 5 parax = 2 (o que f{2) = 5) se halla el valor de C:
f(2)=5 - 2?2 +C=5 > c=1.
Entonces la funcién finalmente es f(x) = x% + 1

Cuya grafica resulta de este modo:
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Figura 5.1

Ejemplo 5. (FUNCION DE INGRESO PARA DOS ARTICULOS) Una compaiifa editorial vende
un libro de célculo a 20 délares y cierta novela a 4. Después de “t” meses, las ventas del
primero estin aumentando con una rapidez que se calcula mediante C'(t) = e® (en libros por
mes) y las de la novela, con una rapidez de N'(t) = t'/2 (en libros por mes). [nicialmente, el
ingreso combinado proveniente de las ventas de ambos libros es de $6 000. Halle el ingreso
total por la venta de estos libros a los “t” meses, especificamente parat = 4 mesesy parat =
9 meses.

Solucion.

El ingreso total sera planteado por R(t) = 20C(t) + 4N(t), siende C(f) la funcién que dara
los ingresos por la venta de los libros de calculo y N(t), por la venta de las novelas, en el
tiempo “t”.

De aqui se obtiene que R'(t) = 20 C'(t) + 4N'(t) = 20 et + 4 tY/2,

También 55 =20€° +4tY2 - dR = (20 ¢* + 4tY/%)dt

Integrando: [dR=[(20€ +4tY2)dt —  R()=20e*+3t32+C

Usamos la siguiente condicién: por la venta combinada se obtiene $6 000 para cuando el
tiempo es cero (puesto que este es el momento en que se comienza ¢l estudio), es decir,
R(0) = 6000.

R(0) =206 +2 (02 +C=20+C > 6000=20+C > €=5980
Finalmente, la funcién de ingreso es dada por R(¢) = 20 e + g t3/2 + 5980

Especificamente, se pide R(4) = 20 e* +§ (4)3/2 + 5980 = 7093,29 délares.
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Lo cual significa que a los cuatro meses, la editorial tiene un ingreso de 7093,296 ddlares.
También piden R(9) = 20 ° +§ (9)%/2 + 5980 = 168113,68 délares.

Se entiende que a los nueve meses, la editorial tiene ingresos de 168113,678 ddlares.

OBSERVACION. Este tipo de ejercicios de aplicacién puede darse para otros métodos de
integracion, los que exponemos a continuacién.

5.13. APLICACIONES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES EXPONENCIALES O LOGARfTMICAS
INTERES COMPUESTO CONTINUO.

Siendo A =Cantidad en el tiempo t; P=Capital inicial; » =Tasa anual; t = Tiempo en afios;
entonces:

a) El interés simple se calcula a partir de la formula A = P + Prt

n\nt
b) El interés compuesto sera dadopor A = P (1 + ;)

c) El interés compuesto continuo ser4 A(t) = Pe™

Ejemplo 1. Se invierte $100 a un interés de 6%, que se compone en forma continua. ;Qué
cantidad habra en la cuenta luego de 2 afios?

Solucién. Como es interés compuesto continuo, se emplea A(t) = Pe™
Siendo P = 100; 7 = 0,06; t = 2, se tiene A(2) = 100e(®%9)(?) = 112,7497 dblares.

Significa que al cabo de 2 afios habra 112,7497 délares en la cuenta.

LEY DEL CRECIMIENTO EXPONENCIAL.

En general, si una cantidad @ cambia a una razén proporcional a la cantidad que presente
en un tiempo “t" y @{0) = @y, se llega al modelo descrito a través de % =rQ,con @Q(0) =

Qo; luego, integrando, se obtiene como solucién Q(t) = Qge™.

de _ Lag —
En efecto,E =rQ — g dQ = rdt

Integrando: ldQ= rdt > InQ=rt+LnC > InQ—LILnC=rt —>In Y =rt
Q c
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> eln@/0) — g1t _, %: et - Q(t) = Ce™

Usando la condicién G(0) = @, para hallar C: QO)=C > Q,=C
Finalmente, Q(t) = Qpe™

Aqui @, es la cantidad inicial (cuando t = 0).

r = Constante de proporcionalidad.

t = Tiempo.

Q = Cantidad en el tiempo “t”.

CRECIMIENTO DE POBLACION. La poblacién mundial se incrementa a una razén siempre
creciente. Lo que puede ser aproximado en ciertos periodos mediante la ley de crecimiento
exponencial. Los datos calculados sirven para ciertos pericdos, los cuales pueden modificarse
mediante politicas a fin de evitar problemas como, por ejemplo, la superpoblacién. Son
estimaciones que obedecen a datos tomados para realizar los estudios.

Ejemplo Z. 1.a India tenia una poblacién de 500 millones de habitantes en 1966 (t =0) y
un indice de natalidad de 3% por afio (se supone que se compone de forma continua). Si Q es
la poblacién en millones “t” afios después de 1966, y continiia el mismo indice de natalidad,

entonces: Si ‘;—3 = 0,03Q , con Q(0) = 500, estime la poblacién de la India para los afios 1986
(t = 20), 1996 (¢ = 30) y 2006 (t = 40).

Solucion.

En primer lugar, debemos hallar @ = @(t) por integracién:

Reescribiendo 52 = 0,03¢ — -dQ =0,03de
Integrando ambos lados: [ %dQ =[0,03dt > InQ=0,03t+LnC

- InQ—LnC =003t —>Ln (g) = 0,03t — eM(YO) = 003t _, & c003t
o Q(t) = Ced03t

Usamos la condicidn inicial Q(0) = @ypara hallar €l valor de C: Q(0) = @y = C, de donde se
tiene Q(t) = Qg e®03,

Usando esta Ley de crecimiento exponencial, se obtiene la funcién que permitir calcular las
diferentes poblaciones pedidas: Q(t) = 500 %03t

Para 1986 se tiene t = 20: Q(20) = 500 e%3(29) = 911 millones de habitantes.
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Para 1996 se tiene t = 30: Q(30) = 500 ¢%93(39) = 1229,8 millones de habitantes.

Para 2006 se tiene t = 40: Q(40) = 500 e%3(#%) = 1660 millones de habitantes.

DESINTEGRACION RADIACTIVA Y CARBONO 14.

COMENTARIO. Willard Libby (Premio Nobel en 1946) descubrié que mientras vive una
planta o un animal, el carbono 14 radiactivo se mantiene a un nivel constante en sus tejidos.
Sin embargo, una vez que muere, este disminuye por desintegracion a una razdén

. . . - so A
propercional a la cantidad presente. Por cuanto se tiene la siguiente relacion: d—f =71Q, con

Q(0) = Qq; con ello se obtiene otro ejemple de crecimiento exponencial. La rapidez de
desintegracion del carbono 14 radiactivo es de {,0001238; lo cual significa que r =
—0,0001238, puesto que la desintegracién es un crecimiento negativo.

Ejemplo 3. En un sitio arqueolégico de Africa, se encontré un fragmento de hueso humano.
Se estima que hay un 10 % de la cantidad original de carbono 14 radiactivo; calcule la edad
del hueso.

Solucion.

Con los datos presentados, se tendré% = —0,0001238Q, con Q(0) = Q,

En forma similar al ejercicio anterior, al integrar se tendr4 la funcién Q(t) = Q, e~%0001238¢

Piden lo siguiente: cudnto vale £ si Q(t) = 0,1 @, de la cantidad inicial, entonces, 0,1 Q; =
Q, 00001238t

Despejando ¢: t = ——2)_ = 18599,23 ~ 18600 afios de antigiiedad.
MODELO DE APRENDIZAJE

En ciertas habilidades de aprendizaje, como digitar un teclado o nadar, con frecuencia se
utiliza un modelo matemaético que supone la existencia de una habilidad maxima alcanzable,
digamos M, y la rapidez de mejoramiento en la que dicha habilidad es proporcional a la
diferencia entre ese mejoramiento “y” y el valor alcanzable “M”. En términos matematicos:

% = k(M — y), con ¥(0) = 0.

Este problema se resuelve de forma similar a como se calculé la ley de crecimiento
exponencial, obteniéndose y = M(1 — e~*%)

ay _ — 1 gv=—
En efecto, === k(M —y) — y_Mdy— kdt
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Integrando: fy_LMdy =—[kdt > In(y—M)=—kt+InC > Ln(y—M)—LnC=—kt

—>1Ln (%) = —kt

y-M -
el et XMkt |,y M=Ce* 5 y(t) =M +Ce

- c

Usando la condicién y(0) = 0 para obtener la constante C:
y0O)=M+C > 0=M+C > C=-M

La solucién final serd y(t) =M —Me™ o y(t) = M(1 — e¥)

Nota. Se ha obtenido la funcién y = y(t) por integracién; no obstante, para calcular la
rapidez, también puede derivarse dicha funcién.

Ejemplo 4 La distancia “y” (en pies) que un joven aprendiz de natacién es capaz de nadar
en un minuto, después de “t” horas de practica, se determina aproximadamente con la
férmula y(t) = 50(1 — e~ %%4%), Calcular la rapidez de mejoramiento después de 10, 25 y 40
horas de practica.

Solucion.
Para hallar la rapidez, derivamos con respectoat:  y(t) = 50(1 — e~004%),
Larapidezes y'(t) = 2e 004
Piden lo siguiente:
y'(10) = 2¢~%04(10) =1 34 pijes de nado por hora de prictica.
y'(25) = 2e~%04(25) =0,73 pies de nado por hora de prictica.

y'(40) = 2¢~0:04(49) =0 4 pies de nado por hora de practica.

Observemos: A medida que el tiempo pasa, la rapidez de aprendizaje disminuye.

EXPOSICION DE LOS FENOMENOS DE CRECIMIENTO EXPONENCIAL.

A continuacién, se expone varios modelos de crecimiento bastante frecuentes en las
aplicaciones en diversos campos de la ciencia, estos se dividen basicamente en dos grupos:
crecimiento limitado y crecimiento ilimitado.
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a. MODELO DE CRECIMIENTO ILIMITADO.

Descripcion: Una cantidad “y” cambia (aumenta) con una razén proporcional a la cantidad
presente en un instante £.

La rapidez es dado por el modelo % =ay,a>0,t>0
La condicién inicial es y(0) = C
Integrando se obtiene la funcién de crecimiento ilimitado:  y(t) = Ce®

Usos: Crecimiento de poblacién a corto plazo, crecimiento de dinero, consumo de recursos
a corto plazo, curvas de precio — demanda.

05t

La grifica del modelo y(t) = 50e">" es como sigue:

700
600

500 /
400

300 /

200 /

00— ——

0 1 1 1 ] 1

Figura 5.2
b. MODELO DE DESINTEGRACION.

w,__n

Descripcion: Una cantidad “y” cambia (disminuye) con una razén proporcional a la
cantidad presente en un instante £.

La rapidez es dada por el modelo % =—ay,a>0,t>0

La condicion es dada por: ¥(0) = C
Integrando, se obtiene la funcién de desintegracién y(t) = Ce™*

Usos: Desintegracidén radiactiva, absorcién de la luz en el agua, presién atmosférica, curvas
de precio - demanda.

La grafica del modelo: y(t) = 100e~%%5 aparece en la Figura 5.3.
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Figura 5.3

¢. MODELO DE CRECIMIENTO LIMITADO.

Descripcion: Se tiene una habilidad maxima alcanzable M y la rapidez de mejoramiento en

w_.

la habilidad es proporcional a la diferencia entre ese mejoramiento “y” y el valor alcanzable
M.

La rapidez es dado por el modelo % =a(M—y),t>0
La condicién inicial es y(0) = 0
Integrando, se obtiene la funcién de crecimiento limitadoy(t) = M(1 — e™%)

Usos: Aprendizaje, venta de productos de moda pasajera, depreciacion de vehiculos y
equipos.

A continuacién se grafica del modelo y(t) = 100(1 — e~%6%).

120

100

60 /
40 /
20

Figura 5.4
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d. CRECIMIENTO LIMITADO - CURVA LOGISTICA.
La rapidez es dada por ¢l modelo i—: =aky(M —y),t > 0.

La condicion inicial es y(0) = M

M
1+Ce—at

Integrando, se obtiene la funcion de crecimiento limitado y(t) =

Usos. Aprendizaje, crecimiento de poblacién a largo plazo, epidemias, venta de nuevos
productos.

100

m es asl:

La grafica del modelo y(t) =

120

100

60 /
40 /

20 e./
0" T

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.5
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5.14. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resuélvase por el método de sustitucidn:

a) F(x) = [x3/(3x%2 + 1)3dx b) F(x) = fx:ﬁdx
xeV*243 x2-

AQFx)=] e d)F(x)=fv,%dx

€) F(x) = [(x + 1)V2 — xdx DF(x)=f(1+i)3;—ﬂ:

d) Problema. La distancia § (en kilémetros) entre dos automdviles en el instante “¢” (en

1-¢~E . .
7 ) Calcular la distancia 5(t) entre los

automéviles, después de media hora, si inicialmente se encuentran en el mismo punto.

horas) varia con una rapidez dada por % =50 (

2. Resuélvase usando integracién por partes:

a) F(x) = [(2x — 3)5(7 — 4x)dx b) F(x) = [ xe5*dx

¢) F(x) = [ x2%dx d) F(x) = [ x Sen x dx

e) F(x) = [ Arccos x dx f) F(x) = [ e%*Sen(2x) dx
g) F(x) = [ ——dx

h) Problema. La funcién P(t) modela el porcentaje de la poblacién que ha probade un

producto nuevo en los “t” primeros meses después de que se lanzé al mercado. La funcién
Ln(t+1)
(t+1)2
con t = 0. Suponiendo que P({0) = 0, hallar el porcentaje de la poblacién que consumié el
producto durante su primer mes en el mercado; luego, en los seis primeros meses; y,

finalmente, en el primer afio.

P(t) para cierto alimento dietético varia con una rapidez que se calcula de % =100

3. Calcilese la integral indefinida por sustitucién trigonomeétrica:

a) F(x) = fﬁdx b) F(x) = [ V16 — 4xZdx

O F(x) = [ i dx d) F(x) = [ Z=dx
e)F(x) = f‘[ﬁdx 0 F(x) = [ x?Vx2 — 4dx
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4. Calctlese cada integral indefinida por fracciones simples:

dx b) F(x) J-x x+3 C) F(x) Jn2x +x+8

x2+x— z (.1¢:2+4)z

a)F(x)=J

x2+x 2

xt+axd-x245x+1

d) F(x) = f16x1_1dx e)F(x) = [F————dx

xS +xt+xd—xZ-2

5. Calcilese las siguientes integrales. Use el método que mas se adeciie.

b) F(x) 'r 1- Tan(e")
) F(x) = [ Sen?(2x)dx d) F(x) = [ Cos® (\/J_C)%
P00 {225 SRy

6. PROBLEMAS DE APLICACION. Resolver los siguientes problemas:

a) (CRECIMIENTO POBLACIONAL) Encuentre el tiempo en que se duplica la poblacién de
cierta ciudad si crece en forma continua a razén de 3,2% por afio {se entiende que se
compone de forma continua).

b) Calcule la edad de un hueso que se encontré en un lugar arqueolégico si alin posee el 50%
de la cantidad original de carbono 14 radiactivo.

¢) (ECOLOGIA) Para masas de agua relativamente limpias, la intensidad de la luz se reduce
segiin la férmula Z—; = —kL con L(0) = Ly, donde L es la intensidad de la luz a “x” pies por
debajo de la superficie del agua. Para el mar de los Sargazos de las Indias Occidentales, k =

0,00942. Calcule L en términos de “x”, asi como la profundidad a la cual se reducela luz a la
mitad, respecto a la superficie.

d) (INSCRIPCION ESCOLAR) La rapidez de incremento proyectada en la inscripcién de una
nueva universidad se estima mediante la férmula % =5000(t +1)"%2 con ¢t > 0, donde

E(t) es la inscripcién proyectada en “t” afios. Si cuando t = 0 la inscripcién es de 2 000,
calcular la inscripcién que debe proyectarse para 10, 15 y 20 afios en adelante.

e) (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON) Representamos por “y” la temperatura (en
grados) de un objeto en una habitacién cuya temperatura se mantiene constante a 60°. Si se
enfria el objeto de 100° a 90° en 10 minutos, ;cuanto tiempo mas tardara en descender su
temperatura a 80°7 Respuesta. 24,09 minutos.

f) La presion atmosférica P (medida en milimetros de mercurio) disminuye
exponencialmente cuando la altura “x” (medida en metros) aumenta. Si la presion es de 760
milimetros de mercuric al nivel del mar (x = 0) y 672,71 milimetros de mercurio a una
altitud de 1 000 metros, calcular la presién a una altura de 2 000, 3 000 y 5 000 metros.
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