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CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

3.1. GENESIS DE LA DERIVADA. DEFINICI6N DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIGN REAL
GENESIS DE LA DERIVADA.

La derivada de una funcitén real y = f(x) es un concepto matematico que surge con el
planteamiento de dos problemas clasicos: “la blisqueda de la velocidad de un mévil en cada
punto de su recorride” y “la biisqueda de la tangente a una curva”; en esencia, ambos
problemas tienen el mismo cbjetivo: la blisqueda de la variacién de una magnitud con
respecto a otra.

La precisién de la idea de limite ayuda en la resolucién de los problemas arriba mencionados,
introduciendo el concepto de derivada.

La forma en que aqui se presenta a la derivada, es haciendo uso del limite de las funciones
reales. Cabe resaltar que la idea de derivada surgi6 desde las aplicaciones y se la formalizd
tedricamente dindole un rigor matematico. Ahora en los textos se trata de retornar al primer
proceso, es decir, que se entienda el concepto de la derivada y luego usarla en diversas
aplicaciones.

El concepto de derivada tiene diversas interpretaciones, dependiendo del campo especifico
del conocimiento en el cual se esté empleando. Veamos un ejemplo aplicado al aprendizaje de
una persona.

Ejemplo 1. Al dejar caer un objeto, este alcanzard una distancia de S = 16¢? pies en t
segundos.

a) Hallar su velocidad promedio al cabo de 3 segundos.
b) Hallar la velocidad instantinea al cabo de 3 segundos.
Solucion.

a) La razén de cambio promedio (RCP) se calcula de la férmula “cociente de la distancia
recorrida del tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2", es decir, RCP =

5@2)=5¢1) yeamos:
ta—t; )

5(3,5)-5(3) _ 52

De3a35  RCP ===

= 104 pies por segundo.

5(3.0-5(3) _ 976

De 3a3,1: RCP = 313 ria 96,7 pies por segundo.

5(3,01)-5(3) _ 0,9616

De3a3,01: RCP=
3,01-3 0,01

= 96,16 pies por segundo.

$(3,001)-5(3) __ 0,096016
3,001-3 0,001

De3a3,001: RCP = = 96,016 pies por segundo.

Todas estas son aproximaciones de la velocidad al cabo de tres segundos.
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b) La razon de cambio instantaneo (RCT) se obtendra de “llevar al limite el cociente de la
distancia recorrida del tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2". Esto se
logra aplicando el concepto de limite a la funcién que modela este hecho.

Lim S(t)-S(t1)

La razén de cambio instantdneo es dada por RCI = ,°, ==—==, veamos:
1

RCJ = Lim S(O-S(t) _ Lim16t—144 _ Lim 16(¢t=3)(t43) _ Lim

Tty -y t-»3 -3  t—3 t—3 t-3
que es la velocidad cuando t = 3 segundos.

16(t + 3) = 96 pies por segundo;

Ejemplo 2. Cierta persona que aprende a digitar un tecladotiene una mejora que se modela

%), con 3 <t < 10; donde N(t) es el

niimero de palabras por minuto y “t” es el tiempo de aprendizaje en semanas.

aproximadamente con la funcién real N(t) = 60 (1 ==

a) Calcular la razén de cambio promedio {velocidad promedio) del niimero de palabras por
minuto para un cambio en el tiempo de 4 a 6 semanas; de4 a 5;de4a4,5;de4a42;de4a
4,1y asi sucesivamente acercindose cadavezmiasa t = 4.

b) Calcular la razén de cambio instantineo (velocidad instantinea) para cuando t =4
semanas.

Solucion.

a) La razén de cambio promedic (RCP) se calcula de la formula “cociente de las palabras

aprendidas desde el tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2", es decir,
RCP = N(ez) N(Ey) Veamos:
tz—ty )

De4aé: RCP = % = b palabras por minuto, por semana.

Significa que al pasar de la semana 4 a la 6, la persona aprende a una velocidad de 5 palabras
por minuto cada semana, en promedio.

Dedab: RCP = 6 palabras por minuto, por semana.
De 4 a 4,5: RCP = 6,66 palabras por minuto, por semana.
De 4 a4,2: RCP = 7,14 palabras por minuto, por semana.
De 4 a4,1: RCP =17,32 palabras por minuto, por semana.

De estos cdlculos se deduce que cuanto mids cerca se estd de t =4, la velocidad de
aprendizaje se aproxima a 7,5 palabras por minuto, cada semana.

b) La razén de cambio instantineo (RCJ) se obtendri de “llevar al limite el cociente de la
diferencia de la cantidad de palabras aprendidas desde el tiempo t hasta el tiempo 1 fijo entre
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la diferencia del tiempo t y tiempo 1”. Esto se logra aplicando el concepto de limite a la
funcién que modela este hecho, el cual se calcula de dos formas:
Lim N(t)—N(t)

(i) La razén de cambio instantaneo es dada por RCI = /|, ———, veamos:
1ty

RCI = Lim N(£)-N(t1) Lim 50(1_ %)_30 , Lim 30

] e 7,5 palabras por minuto, por semana; se trat

de la velocidad cuando t =4 semanas, exactamente al finalizar la cuarta semana de
aprendizaje.

(ii) Una forma equivalente del anterior limite se obtiene haciendo que la diferencia h =t — ¢,
se oriente a cero en el limite, del modo siguiente:

RCI = Lim NE+R)-NGE) _ Lim 60(1- 535)-60(1-3) _ Lim 1( 0— 120)
= hoo h = k-0 h T ho0 p 4+h

_ Lim 1(120+30h—120) _ Iim 1(301:) _ Lim ( ) ~75
T ho0p 4+h T ho0 g \4+n/ T h-0 \44h

Este tltimo limite, o su equivalente, serd precisamente la definicion de la derivada de una
funcidn real.

DEFINICION DE DERIVADA DE UNA FUNCION REAL. La derivada de una funcién real de

variable real f: IcR — R definida en el intervalo /, en el punto de acumulacién x € [ es dada

por otra funciéon que se denota por f %) dj;ix) =

Lim f(x+h)—F(x)
h—0 h

y es planteada mediante el limite

, siempre que este limite exista.

f()

El dominio de la funcién derivada === es el conjunto de valores “x” del Dom(f) para los

cuales el limite anterior existe.

OBSERVACION 1.Sobre la derivada de una funcién real se puede sefialar lo siguiente:

i) Otras formas de denotar la derivada son %(x), D.f(x), Dy, ¥, f'(x).

Lim f(x+h)—f(x)

Una de las notaciones més usada es y' = f'(x). Es decir, f'(x) =50 .

ii) Una funcién f:IcR — R se dice derivable en “x € I”, cuando existe su derivada en ese x €
L

iii) Cuando la derivada se estima en un valor de x;, se obtiene un nimero real f'(x;) =

fl'i_’f; m, el cual se interpreta de acuerdo al campo en donde se esté aplicando.

iv) El proceso de hallar la derivada es llamado derivacion.

v) Se dice que una funcién y = f(x) es derivable en un intervalo I, silo es en cada valor x € I.
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OBSERVACION 2. Sobre una funcién y su derivada se puede decir lo siguiente:

i) En las aplicaciones una funcidén real y = f(x) sirve para describir un hecho, un suceso o
para representar una magnitud.

ii) La derivada de dicha funcién real y' = f'(x) sirve para describir la variacidn de dicho
hecho, suceso o magnitud con respecto a la variable x.

iii) Cuando el valor de la derivada es positivo (+), quiere decir que la magnitud esta
aumentando, y cuando es negativo (—) significa que la cantidad esta disminuyendo.

Ejemplo 1. Aplicando la definicién con el limite, hallar la derivada de la funcién f(x) =
x% — 4x,luego evaluarla en x, = 4.

Sofucién. Aplicando la definicién:

F(x) = Lim [xA)7C) _ Lim [Ceth)?—a(xth)]—[x2—4x] _ Lim x2+2xh+h?—dx—ah—x®+4x
h—0 h h—0 R h—0 h

_ Lim 2xh+h®*—gh _ [fm h(2x+h—4) _ Lim R T
~h-0 h ) h ~ ho0 (2x +h—4)=2x—4.

Es decir, la derivada de la funcién real f(x) = x2? — 4x eslafuncién f'(x) = 2x — 4.

Al evaluar la derivada para x, = 4, se obtiene f'(4) = 2(4) -4 =4.

Ejemplo 2. (PROBLEMA) La funcién P(t) = 55t — 0,1t mide la cantidad de toneladas de
cobre que una minera produce al cabo de t horas de operacion. Calcular e interpretar P(3) y
P'(3).

Solucion. Siendo P(t) = 55t — 0,1t3, entonces la derivada sera:

P'(t) = Lim P(t+R)—P(t) _ Lim 55{t+h)—0,1(t+h)%—(55t—0,1t%)
(t) = h-0 h = hoo 3

__ Lim 55t+55h—0,1(t3 +3tZR+3th?+h3)-55t+0,1t3 _ jim 55t+55h—0,1¢3—0,3t2h—0,3th?—0,1h% —55¢40,1t3
~ h-0 h ] h

_ Lim 55h—0,3t2h—03th?—0,1h3 _ Lim h(55-0,3t—0,3th—0,1h%) _ 55 — 0,3t2
~ -0 h ~ R0 h - :

Esto significa que la derivada resulta P'(t) = 55 — 0,3t2.
Luego, P(3) = 55(3) — 0,1(3)2 = 162,3 toneladas (cantidad producida).
P'(3) = 55 — 0,3(3)% = 52,3 toneladas por hora (velocidad de produccién).

Lo cual quiere decir que a la tercera hora de operacion, se ha producido 162,3 toneladas de
cobre y aumenta a una velocidad de 52,3 toneladas por hora.
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OBSERVACION. Mis adelante se usarin reglas para derivar las funciones reales de forma
mas rapida, dichas reglas se pueden obtener desde la definicién de derivada con limites.

3.2. PROBLEMAS CLASICOS QUE REQUIEREN DE LA DERIVADA. LA DERIVADA COMO RAZON
DE CAMBIO

INTERPRETACIONES DE LA DERIVADA.

Dependiendo del campo en donde se esté aplicando, la derivada de una funcién se puede
interpretar de diversas formas: Razén de cambio, rapidez, velocidad instantinea, pendiente
de una recta tangente, tasa de crecimiento, variacion...

PROBLEMAS CLASICOS QUE REQUIEREN DE LA DERIVADA.
Problema 1. Pendiente de una recta tangente.

) Una curva suave es aquella representada por una funcién real f:IcR — R que admite
derivada continua en cada punto del intervalo abierto I = (a; b).

ii) La pendiente m de la recta tangente Ly en el punto (x,; ¥4) de una curva representada por
la funcion real y = f(x) es dada por la derivada de dicha funcién evaluada en la abscisa x,; es

decir, m = % o m = f'(xp).

Este hecho se logra al tomar la pendiente de una recta secante m = % a una curva
1=4%0

suave representada por la funcién real y = f(x) que pasa por los puntos (xg; f(x5)) ¥
(x1; f(x1)) y luego aplicar el limite cuando x, — x,, entonces se consigue obtener la
pendiente de la recta tangente en el punto (x,; f(x,)), esto es,m = f'(xg).

iii) La recta tangente en el punto (xy; y,) es dada por la siguiente ecuacion: Lr:y —y, =
m(x — xp)
Ejemplo 1. Hallar la pendiente de la recta tangente en el punto (2;y,) de la curva

representada por la funcién f(x) = V6 — x.

Solucion. Se debe hallar la derivada de la funcién f(x) = V6 — x.

f’(x) _ Lim flx+h)—f(x) _ Lim iﬁ (x'”") _x \fﬁ (x+h —v6—x '\/5 (x+h)+v6—x
v e

_ Lim —h _ Lim -1 ___1
TR0 g (Je-(xtm)+E—x) R0 [fe—(x+R)+/E—x 2V6-x

1
2+/6—x

Es decir, f'(x) = —

La pendiente solicitada es m = aeE . - 1
dx 2/6-2 4
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También f(2) = v6 — 2 = 2, es decir, y, = 2
La recta tangente esdadapor Ly:y —y; = m(x —xp),siendoxy =2,y =2, ym=—=

Lyy—2= —%(x -2) ] Lpiy= —%x + g (Ver Figura 3.1.).
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-4

Figura 3.1

Problema 2. Velocidad de un movil,

Ejemplo 2. (PROBLEMA) La velocidad de un automévil que arranca del reposo es dada por

V() =100

sene conV medida en metros por segundo y ¢ el tiempo en segundos. Hallar:

a) Velocidad y aceleracion luego de 1 segundo.
b) Velocidad y aceleracién a los 5 segundos.
¢) Velocidad y aceleracidn tras 10 segundos.

d) Velocidad y aceleracion después de 20 segundos.

e) Calcular e interpretarV =, f‘ffw V(t)

f) Calcular einterpretar 4 = tf_’l_"wA(t)

Solucion.

dv(t) _ 1500

La aceleracién se obtiene como la derivada de la funcién velocidad: A(t) = . GirisP

100 _ 1500 1500
a) V(1) =22 = 58823 m/s. AQ) = G5 =5 = 51903 m/s.
500 1500 1500
b) V(S) = =20m /S A(S) m oz 2,4 m/sz.
1000 1500 1500
C) V(].O) — = 28,5714 m/s. A(].O) m =122 - 1,2244 m/sz
d) V(20) = 2 = 36,3636 m/s. A(20) = 220 1509 _ 4958 m/s2,

(a0+15)Z _ 3025
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eV = Lim 200t _ Lim (10;15) =50m/s.

T totop415  totoo| 5 18
t

Significa que a medida que el tiempo crece ilimitadamente, la velocidad aumenta y tiende

hasta 50 m/s, como maximo. (Ver Figura 3.2).

NA= Lim ( 1500
i—+oo \ (2r+15)?

= 0 m/s2.

Lo cual denota que en tanto el tiempo crece ilimitadamente, la aceleracién disminuye y tiende

a cero. (Ver Figura 3.3.).

40 8

30 / 6

20 / 4

10 / 2 \
\_)

0 1 1 1 O L 1 L] T 1
0 10 20 30 0 3 10 15 20 25

Figura 3.2 Figura 3.3

LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO.

Generalmente involucra problemas en donde hay hechos o sucesos que cambian conforme
pasa el tiempo.

Para un suceso descrito por la funcién real y = f(x), sean los instantes x, v x4 =%y +h,
entonces se tiene lo siguiente:

a) Larazén de cambio promedio (RCP) del suceso descrito por la funcién y = f(x), entre los
f(x1)—f(xg)

instantes x, y x; es dada por RCP =
X1—Xg

b) La razén de cambio instantineo (RCI) del suceso descrito por la funcién y = f(x), en
cualquier instante x es dada por la derivada de f, asi: RCI = f'(x)

¢) La razén de cambio instantdneo (RCI) del suceso descrito por la funcién y = f(x), en el
instante fijo x, es dada por la derivada de f evaluada en el punto x,, asi: RCI = f'(x,)

Ejemplo 1. Se mide durante dos horas la concentracién de medicamento en la sangre de un
paciente, para lo cual se efectlia medidas cada 10 minutos. Las concentraciones son
presentadas en la siguiente tabla:

t |0|/10|20|30(40(50(60| 70 | 80 | 90 [100 (110|120
C(t)|0| 2 |17|37|55|73(89|103|111|113|113|103| 68
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Donde t es el tiempo en minutos y € es la concentracién en miligramos por minuto. Hallar la
razén de cambio media de la concentracién entre los instantes dados:

Solucion.

Calculemos la razén de cambio promedio para cada caso que se pide:

c{t;)—-C(t 17-2
a)Parat; =10yt, =20 =  RCP= ‘:z_tl( =272 _1,5 mg/m.
b)Parat, =40yt, =50 =  RCP =S822CC) T35 ) g o/m.

ta—ty 50—40

_ C(t2)=C(ty) _103-89

c)Parat; =60yt; =70 = RCP t—t, 70—60

=1,4 mg/m.

_ _ _ C(tz)-C(ty) _ 68-103 _
d) Parat, =110yt; =120 = RCP = facits i 3,5 mg/m.

En los tres primeros resultados observamos que la concentracién de medicamento estd
aumentando (signo +); mientras que en el cuarto resultado la concentracién disminuye

(signo -).

Ejempio 2. Un modelo que relaciona aproximadamente el peso de una persona promedio
con su altura es W(t) = 0,0005t2, donde W es el peso en libras y “t” es la altura en pulgadas.

a) Calcular la razén de cambic promedio del peso W para un cambio de alturade t; =60y
t; = 70 pulgadas.

b) Calcular la razén de cambio instantineo del peso W con respecto a la altura “t” en t;, = 60
pulgadas.

Solucion.

a) Si t; =60 pulgadas, entonces W(t;) = 0,0005(60)* = 108 libras; significa que una
persona con 60 pulgadas de talla va a tener un peso de 108 libras.

Si t, = 70 pulgadas, entonces W(t,) = 0,0005(70)3 = 171,5 libras, lo cual implica que una
persona con 70 pulgadas de talla va a tener un peso de 171,5 libras.

W(t2)-W(t 171,5-108
( 2) ( 1) — — 6,35
ta—ty 70—60

Entonces la razén de cambio promedio es RCP =

libras/pulgada. (Ver Figura 3.4).
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Figura 3.4

b) Con el objetivo de calcular la razén de cambio instantaneo del peso W, necesitamos la
derivada de la funcién W: W'(t) = 0,0015 ¢2

Por tanto, la razén de cambio instantineo para una talla de 60 pulgadas sera dada por
W'(60) = 0,0015 (60)2 = 5,4 libras/pulgada.

Esto implica que si una persona con una talla de 60 pulgadas aumenta su medida en una
unidad, entonces su peso se incrementard en 5,4 libras por pulgada. (Ver Figura 3.5).

14

12

10

0 20 40 60 80 100

Figura 3.5

Ejemplo 3. Un centro de idiomas encontré que una persona promedio aprende N frases en
t horas continuas, calculadas aproximadamente con la férmula N(t) = 14t —t%, 0<¢ < 7.

Calcular N(t) y la rapidez % de aprendizaje en t = 1; 2; 3; 4; 5 y 6 horas de aprendizaje.
Interprete.

Solucion,
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Calculamos la derivada de N que representa la rapidez de aprendizaje para cualquier tiempo
0<t<T: N'(t) =14 — 2t.

Calculamos la rapidez de aprendizaje en los tiempos pedidos:

Si t =1, la persona aprende N(1) = 13 frases en una hora con una rapidez de N'(1) = 12
palabras por hora.

Si t = 2, la persona aprende N(2) = 24 frases en dos horas con una rapidez de N'(2) = 10
palabras por hora.

Si t = 3, la persona aprende N(3) = 33 frases en tres horas con una rapidez de N'(3) =8
palabras por hora.

Si t = 4, la persona aprende N(4) = 40 frases en cuatro horas con una rapidez de N'(4) = 6
palabras por hora.

Si t =5, la persona aprende N(5) = 45 frases en cinco horas con una rapidez de N'(5) = 4
palabras por hora.

Si t = 6, la persona aprende N(6) = 48 frases en seis horas con una rapidez de N'(6) = 2
palabras por hora.

Dando significado al Gltimo resultado: A /2 sexta hora de aprendizaje la persona aprende 48
frases con una velocidad de 2 frases por hora, se observa que a medida que el nimero de
horas aumenta, la cantidad de frases aprendidas también se incrementa; sin embargo,
disminuye con respecto al tiempo ¢ y la rapidez decae conforme pasa el tiempo.

En la Figura 3.6, se muestra la grafica del niimero de frases aprendidas N(t) segin el tiempo
en horas.

60
50

30
20
10

Figura 3.6

Por otro lado, en la Figura 3.7 se muestra la grafica de la velocidad del niimero de frases N'(t)
segiin el tiempo en horas.
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Figura 3.7

3.3. PENDIENTE. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA
PENDIENTE Y RECTA TANGENTE A LA GRAFICA DE UNA FUNCION . RECTA NORMAL.

Se trata de una aplicacién geométrica que consiste en determinar la recta tangente a la
grafica de una curva suave, representada por una funcién f:I/cR — R en cualquier punto x,
de ella. Esta se determina usando el concepto de derivada de una funcién real.

DEFINICION 1. La pendiente de la grifica de una funcién y = f(x) en el punto x, es dada
por la derivada de la funcion f estimada en ese valor x,. Denotando por m a la pendiente se
tendra que m = f'(x,).

La pendiente de la recta normal correspondiente al mismo punto x; es dada por la inversa

negativa de la pendiente de la recta tangente, es decir, M = —i

DEFINICION 2. La ecuacién de /z recta tangente a la grafica de una funcién y = f(x) en el
punto (x,; ¥y) con yo = f(x,) es dada por:

Lriy—yo= m(x—xp)

DEFINICION 3. La ecuacién de /a recta normal a la gréfica de una funcién y = f(x) en el
punto (x,, ¥g) con vy, = f(xy) es dada por

Ly:y—yo= M(x—xp)

OBSERVACION. Este hecho adquiere relevancia, por ejemplo, en el calculo de curvas
ortogonales, debido a que la recta tangente y la recta normal son asimismo ortogonales.

Ejemplo. Hallar la pendiente de la recta tangente, asi como la recta tangente a la grafica de
f(x) =x? + 1 en el punto x; = 1. Determinar también la pendiente de la recta normal y la
ecuacion de la recta normal en el mismo punto. Realizar las tres graficas.
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Solucién. Siendo x, = 1, entonces y, = 2.
Laderivadade f(x) =x% + 1les f'(x) = 2x
La pendiente de la recta tangente esm = f'(x,) = f'(1) = 2
La ecuacién de /a recta tangente obtenida usando Ly y —yy = m(x —xp) es Ly:y = 2x
-1 =1

La pendiente de larectanormal es M = iy

La ecuacién de /2 recta norma obtenida usando Ly: y —yy = M{x — x4)es Ly:y=— %x + g

La grafica de la funcion, de la recta tangente y de la recta normal se muestra en la Figura 3.8.
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Figura 3.8

3.4. REGLAS DE DERIVACION. OBTENCION DE REGLAS USANDO LA DEFINICION DE
DERIVADA
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OBSERVACION. En adelante se obtendran propiedades para calcular en forma directa la
derivada de una funcion real, sin tener que recurrir a la definicién dada mediante el limite.

Cada regla puede obtenerse a partir de la definicién de derivada de una funcién real usando
calculos adecuados.

OBTENCION DE ALGUNAS REGLAS DE DERIVACION USANDO LA DEFINICION DE
DERIVADA.

Ejemplo 1. Hallar la derivada de la funcion constante f (x) = C.

Aplicamos la definiciéon f'(x) = iﬁw = ’f%c;—c = }Lli_i’(’)(O) =0.

Por tanto, f'(x) =0
Ejemplo 2. Hallar la derivada de la funcion identidad f (x) = x.

Lim f(x+h)=f(x) _ Lim x+h—x _ Lim 1=1
h—0 3 ~ ho0 B~ ho0T T T

Aplicamos la definiciéon f'(x) =
Por tanto, f'(x) =1

Ejemplo 3. Hallar la derivada de la funcidn cubica f(x) = x3.

7, — , 3_.3
Aplicamos la definicion f'(x) = ﬁﬁf(x+h; ACI . ﬁ‘_’:’é (x+h})1 x

_ Lim x3+3x2h+3xh2+h3—x3 _ Lim 3x2h+3xh2+h3 _ Lim h(3x2+3xh+h?)
~ h-o0 h ~ h-o0 h ~ h-o0 h

= F™ (3x2 + 3xh + h?) = 3x2,

Por tanto, f'(x) = 3x?
Ejemplo 4. Hallar la derivada de la suma de funciones (f + g)(x).

Lim (f+9)(x+h)-(f+g9)(x)
h—-0 h

Aplicamos la definiciéon (f + g)'(x) =

_ Lim f(x+h)+g(x+h)—f(x)—g(x) _ Lim f(x+h)—f(x)+g(x+h)—g(x)
~ h-o0 h “h-0 h

_ Lim (f(x+h)—f(x)

~ h-o0 +

. g(x+f;l)—g(x) _Lim f(x+h)—-f(®) 4 Lim gx+h)-g(x) =f'(x) + g'(x)

“h-o0 h h—0 h -
Por tanto, (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x)
Ejemplo 5. Hallar la derivada del producto de dos funciones (f - g)(x).

Lim (f-9)(x+h)=(f-9)(x)
h—-0 h

Aplicamos la definiciéon (f - g)'(x) =
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— Lim flct ) g(x+h)—f(x) gl +R)+f (x)-g (et h)—F(x)-9(x)
h—0 h

— Lim g+ [Fx+h) fO)]+HF (g (x+h)—g(x)]
h—0 h

_ (L , Lim fx+R)—F(x) | rLi , Lim g{x+h)—g(x)
= (h—T(I) g(x +h)) hs0 h +(h—T(1)f (1)) Hoa0 h

=g(x)-f'()+fx)-g'(x)
Por tanto, (f - 9)'(x) = g(x) - f'()+ f(x) - g'(x)
Ejemplo 6. Hallar la derivada de la funcidn exponencial f(x) = e®™*.

Aplicamos la definicién f'(x) = #ﬂw

_ Lim e®FtM_e®*  pip e™eh_ef%  pim e (e®™—1) _ Lime?-1

= h=0 h — h=0 h ~ h=0 h T he0 j

Cambio de variable: Sea e®® — 1 = t entonces e*"* =t + 1, ademéssih - 0=t - 0.
Aplicamos Ln para despejar h:
In(e™)=Ln(t+1) - ah(lne) =Ln(t +1) -  h= ELn (t+1)

Lme®™=1_[fm ¢ _Im_ & _Ltm @& _ _ a —a _,
h-0 T tool T t—0 Ln(41D) T t0 1/t — . [Lim - -
-0 p 202n(e+1) - -0 Ln(t+1)1/ Ln[t_m(t+1)1lt] Ine

En el limite

ah_
Por tanto, f'(x) = e* - ,’;[_’:';eTl =e(a)=a-e™

REGLAS DE DERIVACION .

Los anteriores limites pueden formalizarse como reglas para calcular las derivadas de una
funcién, puesto que cada limite abarca una serie de casos especificados por la forma como se
exprese.

Todas las reglas de derivacién pueden obtenerse a partir de la definicién de derivada, tal
como se ha mostrade en ejemplos anteriores; no obstante, algunas reglas requieren de
algunos artificios adecuados.

Veamos una serie de reglas de derivacién que permiten el cilculo de la derivada de las
funciones reales, de manera inmediata. Ya se presentardn ejemplos mas adelante.

a) Reglas basicas de derivacion.

FUNCION SU DERIVADA
f(x) = C,C=Const. ffx) =10
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f(x) = x*,neR fx) = nx"?

fx) = € g(x),C=Const.| f'(x) = C g'(x)

f(x) = g(x) + h(x) fi(x) =g'(x) +h(x)

flx) = g(x) —h(x) f'x)= g'x)—h'(x)

flx) = g(x)-h(x) f'(x) = g'x)-h(x) + g(x)-h'(x)

) =gQ)h(x)k(x) |f'(x) =g'()-h(x)k(x)+ g(x)-h'(x)k(x) + g(x)-h(x)-k'(x)

_ g0 ’ x)-g’' (x)-g(x)h'(x
fx) =£2 () = ML)
@) =g @) =g g'@)
f(x) = glh(x)] f1() = g TR ()

b) Derivada de las funciones exponenciales y logaritmicas.

FUNCION SU DERIVADA
f(x)=¢e* fi(x)=¢*
F(x) = 8@ F1(x) = e9@ - g'(x)
f(x)=a* f(x) = Ln(a) - a*
fx) =a® f'(x) = Ln(a) - a9 - g'(x)

f(x) = Ln(x) fi(x) = %

f) = Infg] | =56 8@
f@) =Loga(®) |f'(x) =2+ Loga(e)

f(x) = Loga[g(x)]

K(x) =" Loga(e) g'(x)

¢) Derivada de las funciones trigonométricas.

FUNCION SU DERIVADA
f(x) =Sen(x) |f'(x) =Cos(x)
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f(x) = Sen[g(x)]

f(x) = Cos(x)
f(x) = Cos[g(x)]

f(x) = Tan(x)
f(x) =Tan[g(x)]

f(x) = Cot(x)
f(x) = Cot[g(x)]

f(x) = Sec(x)
f(x) = Sec[g(x)]

f(x) = Csc(x)
f(x) = Csc[g(x)]

f'(x) = Cos[g(x)]-g'(x)

F1(x) = —Sen(x)

f'(x) = —Sen[g(x)]-g'(x)

f'(x) = Sec*(x)
f'(x) = Sec’[g(x)]-g'(x)

f'(x) = —Csc(x)
f'(x) = —Csclg()]-9'(x)

f'(x) = Sec(x) - Tan(x)

f'(x) = Sec[g(x)] Tan[g(x)]-g'(x)

f'(x) = —Csc(x) - Cot(x)

f'(x) = —Csc[g(x)]-Cot[g(x)]-g'(x)

d) Derivada de las funciones hiperbélicas.

FUNCION

SU DERIVADA

f(x) = Senh(x)
f(x) = Senh[g(x)]
f(x) = Cosh(x)
f(x) = Cosh[g(x)]
f(x) = Tanh(x)

f(x) = Tanh|fgx)]

f'(x) = Cosh(x)

f(x) = Cosh[g(x)] - g'(x)
f(x) = Senh(x)

f'(x) = Senh[g(x)] - g'(x)
f'(x) = Sech?(x)

f'(x) = Sech®[g(x)]- g' (%)
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f(x) = Coth(x) f'(x) = —Csch(x)

f(x) = Coth[g(x)] |f'(x) = —Csch[g(x)]-g'(x)

f(x) = Sech(x) f'(x) = —Sech(x)-Tanh(x)

f(x) = Sech[g(x)] |f'(x) = —Sech[g(x)]-Tanh[g(x)] - g'(x)

f(x) = Csch(x) f'(x) = - Csch(x)-Coth(x)

f(x) = Cschlg(®)] | f'(x) = -Cschlg(x)]-Coth[g(x)] - g'(x)

3.5. CALCULO DE LA DERIVADA DE DIVERSAS FUNCIONES REALES

Ejemplo 1. Véase la derivada de las siguientes funciones:

Funcian Su derivada
a)f(x) =3x2—2x"%2 +x ffx)=6x+4x3+1
b) g(x) = x3/2 + x1/3 g'(x) = %xlﬂ + ix—2/3
o) h(x) = % - % =3x"2 —4x~ Y2 W (%) = —6x~3 + 2x~3/2
d) f(x) =Senx — 4x f'(x) =Cosx — 4
e) f(x) = x? — Ln(x) flay=2x-=
f) g(x) = e* +x% - 2% g'(x) = e* + 3x2 — Ln(2)2%
8) g(x) =x" +x%2 — Tan (x) g'(x) = —x2 + 322 — Sec?x

Ejemplo 2. Véase la derivada de las siguientes funciones. Productos:
a) f(x) = x*Ln(x)

' (x) = [x?]'Ln(x) + x*[Ln(x)] = 2xLn(x) + xzi = f'(x) = 2xLn(x) + x

b) f(x) = e*Ln(x)
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f'(x) = [e*TLn(x) + e*[Ln(x)] = e*Ln(x) + e"% = f'(x) = e*Ln(x) + i—x

c) f(x) = e*Sen(x)

f'(x) = [e*]'Sen(x) + e*[Sen(x)]' = e*Sen(x) + e*Cos(x) = f'(x) = e*[Sen(x) + Cos(x)]

d) f(x) = x3Tan(x)
(%) = [x*]'Tan(x) + x*[Tan(x)]’ =3x*Tan(x) + x*Sec?x

= f'(x) = x?[3Tan(x) + xSec?(x)]

e) f(x) = x3e*

F(x) = [x%]'e* + x3[e*] =3x%e* + x3¢* = f'(x) =x%e*(3 +x)

B f(x) = (x* — 3x)e”

f'(x) = [x? — 3x]'e® + (x%2 — 3x)[e*]' = (2x — 3)e* + (x? — 3x)e*=>f'(x) = e*(x? —x—3)

Ejemplo 3. Véase la derivada de las siguientes funciones. Cocientes:

a) flx) =27

x+3

" _ (x+3)[3x-7]"—(3x-7)[x+3]' _ (x+3)(3)—(3x=7)(1) " _ 1&
fl)= (x+3)? B (x+3)? == (x+3)?

b) f(x) = £

reon (2x—-4)[x?+5] —(x?+5)[2x—4]' __ (2x—4)(2x)—(x2+5)(2) ' _ 2x%-8x-10
fix) = (2x—4)? - (2x-4)2 =) =

x24x41
Vf) ="

o 2+ )[x2+x+1] — (% +x41)[x2+1] _ (#*+1)@x+1) - (e +x+1)(2%) reoy . 1-x%
Fii) = (x%+1)2 - (x2+1)2 =f)= (x%+1)2
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_ xZ+Sen(x)
d) F(x) = 25

() = (xz—Zx)[x2+Sen(x)]'—(x2+Sen(x))[x2—Zx]' _ (x2-2x)[2x+Cos(x)]—[x*+Sen(x)] (2x-2)
filx) = (x2-2x)2 - (x2—2x)2

_ —2x% +xCox(x)[x—2]-28en(x)[x—1]

—2x%+x(x—-2)Cox(x)-2(x—1)Sen(x)
(xz_zx)z f,(x) = X X(X oxix X enix

(x2-2x)2

Ejemplo 4. Véase la derivada de las siguientes funciones. Funciones con exponente:
a) f(x) = (2x—5)*

F(x) = 4(2x — 5)3[2x — 5])' = 4(2x — 5)3(2) = f'(x) = 8(2x — 5)3

b) f(x) = (x* — 3)7*

Fi(x)=—-2(x%—-3)3[x%2 - 3] =—-2(x%? - 3)3(2x) = f'(x) = —4x(2x — 3)73

©) f(x) =v2-3x=(2 - 3x)1/2

_3 ’ _
2(2-3x)1/2 =f'(x) = 2vZ—3x

-3

() = 32— 3%)"Y2[2 - 3x]' = 2(2 - 3x)"M2(-3) =

d) ) = (¥ — x?)¥2

fllx) = %(e" — x2)/2[e* — x2]' =§(e" —x2)1/2(e* —2x) = f'(x) = %(e" — 2x)Ve* — x2

e) f(x) = Cos®x = [Cos x]?

f'(x) = 3Cos?x[Cos x]' = 3Cos?x (—Sen x) = f'(x) = —3Sen(x)Cos*x

g) f(x) = Ln*x = [Ln x]*

F'(x) =4Ln3x[Lnx]' =4 Ln3x G) = f'(x) = an?’x

Ejemplo 5. Véase la derivada de las siguientes funciones. Casos diversos:
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a) f(x) = xSenh(x)

f'(x) = [x]'Senh(x) + x[Senh(x)]’ = Senh(x) + xCosh(x) = f'(x) = Senh(x) + xCosh(x)

b) f(x) = ArcSen(3x)

! — 1 ! 3 ' — 3
F'®) = Fr B = =0 =
c) f(x) = ArcTan(x?)
)= 1+(12)z [T’ =1i% =f')= 1124
d) f(x) =37%
(%) = Ln(3) - 31*[1 — 2]’ = Ln(3) - 317" (—2%) = f'(x) = —Ln(3) - (2x) - 31**

d) f(x) = (Sen x)1***
F1(x) = (1 + x2)(Sen x){(1+**~D[Sen x]' + (Sen x)1+**Ln(Sen x)[1 + x2]’
£1(x) = (1 + x2)(Sen x)** Cos(x) + (Sen x)1+** Ln(Sen x)(2x)

= f'(x) = (1 + x?){Sen x)"ZCos(x) + 2x(Sen x)””an(Sen x)

Ejemplo 6. (Problema sobre Contaminacién) Un pequefio lago de un campo vacacional
llegd a contaminarse con bacterias patégenas debido a la filtracién excesiva de la fosa séptica.
Después de tratar el lago con un bactericida, el departamento de salud piablica estimé que la
concentracion de bacterias (niimero por cm?) después de “t” dias se calcula mediante la
funcién C(t) =500(8 —t)2,0< t < 7.

a) Calcular C’'(t) usando regla general de potencias.
b) Calcular €(1) con C'(1); C(3) con C'(3) y C(6) con C'(6).
Solucion.

a) La variacién de la concentracién de bacterias es dada por la derivada de la funcién de
concentracién C(t): C'(t) = 1000 (¢t — 8)

b) Calculamos lo que se pide:

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

C(1) = 24500y C'(1) = —7000: Se entiende que al finalizar el 1er. dia de tratamiento hay 24
500 bacterias, las cuales estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 7 000 bacterias por
cms3,

C(3) = 12500 y £'(3) = —5000: Significa que al finalizar el 3er. dia de tratamiento hay 12
500 bacterias, las que estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 5 000 bacterias por
cms,

C(6) = 2000y C'(6) = —2 000: Quiere decir que al finalizar el 6to. dia de tratamiento hay 2
000 bacterias y estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 2 000 bacterias por cm3.

Nota. Se deduce que conforme transcurre el tiempo, la eliminacién de bacterias por dia
decrece, asi también lo hace su velocidad.

En la Figura 3.9, se muestra la grafica de C(x).

35000
30000 ™

25000 N

20000 N

15000 ™~

10000 ~

5000 T~
0 T~

Figura 3.9

Por otro lado, la gréifica de €'(x) aparece en la Figura 3.10.

10000

8000
6000

4000 ﬂ;\~“\““-

2000 “‘~\\\\“‘“~

O T T T

Figura 3.10
3.6. LAREGLA DE LA CADENA O DERIVADA DE FUNCIONES COMPUESTAS

La regla de la cadena para calcular la derivada de las funciones compuestas se establece
segiin las composiciones que se formen:
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a) Si f(x) = (uo v)(x) = u[v(x)],laderivada es f'(x) = u'[v(x)] - v'(x)
b) Si f(x) = (wovow)(x) = ufv[w(x)]}, laderivada f'(x) = u'{v[w(x)]} - v'[w(x)] - w'(x)

¢) Sucesivamente se puede tener mas composiciones de funciones con su respectiva derivada.

Ejemplo 1. Se tiene la derivada de la composicién de dos funciones donde se aplicari la
regla f'(x) = u'[v(x)] - v'(x) .

a) f(x) = Sen(2x — 3)

Su derivada es f'(x) = Cos(2x — 3)[2x — 3]’ =Cos(2x — 3)(2) = f'(x) = 2Cos(2x — 3)
b) f(x) = Cos(x? — 1)

Su derivada es f'(x) = —Sen(x? — 1}[x? — 1]’ = —=Sen(x? — 1)(2x)

= f'(x) = —2xSen(x? — 1)

Q) f(x) = ¥ t4x-1
Su derivadaes f'(x) = e* ¥ 1[x2 4 4x — 1]’ = ¥ *4%1(2x + 4)

= f'(x) = (2x + 4)e* +1x-1

d) f(x) = Ln(27 — x3)

—3x2
27—x8

—3x2
27—x8

1

Suderivadaes f'(x) = -

[27 —x3]' =

S =

e) f(x) = Sen(1 — x?)
Su derivada resulta f'(x) = Cos(1 — x%) - (1 — x2)’ = Cos(1 — x%)(—2x) = —2xCos(1 — x?)

= f'(x) = —2xCos(1 — x?)

f) f(x) = Ln(3x2 — 6x)

1
3x2-6x

2x-2
x2-2x

6x=6 _ 2x—2
3x2-6x x2-2x

Su derivada resulta f'(x) = (3x% — 6x)’

=f'x) =
g) flx) =el™*
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Suderivadaes f'(x) = e1™¥(1 — 4x)’ = e} (—4) = —4e'™* = f'(x) = —4e'™¥

x2 +1)
x—-1

h) £(x) = Sen (

2 2 r _ 2 "2 iy
Es su derivada: f'(x) = Cos (’;__"11) ’ (’; _*'11) = s (a::rll) (x-1)(x +2_ 1(;:2 +1)(x-1)

2 _ 2 2_ga_ 2
= Cos (x +1) C(x-1)2x)-(x*+1)(1) _ x°-2x-1 Cos (x +1)

x-1 (x-1)2 T (x-1)2 x—1
’ _ x%-2x-1 x2+1
=f () = (x-1)2 Eas x—1)

i) g(t) = V8 —5t = (8 — 5t)1/2

Su derivada es g'(£) = (8 — 56)72(~5) = — 2(8-5t)2 = g'(t) =—3(8—5t)Y/?

i) f(x) = Sen(3 — 2x) + Tan(x?)

Es su derivada: f'(x) = —2Cos(3-2x) + 2x Sec?(x?)

k) g(x) = In(7x) — 3e™* + 2%

Suderivadaes:  g'(x) = —3€7*(7) + (In2) 2* =7 — 21" + (In 2) 2*

D) h(x) = Sen(3x) - Sec(x?)

La derivadaresulta h'(x) = [Sen(3x)]' - (Sec(x?)) + Sen(x) - [Sec(x?)]’
= Cos(3x)[3x]' - (Sec(x?)) + Sen(3x). [Sec(x?) - Tan(x?)] - [x?]’
= Cos(3x)(3) * (Sec(x?)) + Sen(3x).[Sec(x?) - Tan(x?)]" (2x)

= f'(x) = 3Cos(3x) - (Sec(x?)) + 2x - Sen(3x) - Sec(x?) - Tan(x%)

m) f(x) = Cosh(x—x?2)
Suderivadaes h'(x) = Senh(x — x2)[x — x2]' = Senh(x — x?)(1 — 2x)

= f'(x) = (1 — 2x)Senh(x — x%)
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Ejemplo 2. Se muestra la derivada de la composicion de tres funciones, donde se aplicara la
siguiente regla: f'(x) = u'{vlw(@)]} - v'[w(x)] - w'(x) .

a) f(x) = Cos®(x?)
Su derivada es f'(x) = 3Cos?(x?) - [Cos (x2)]’ =3 Cos*(x%)(—Sen x?) - [x?]’

=3 Cos?(x?)(—Sen x?) - (2x) = —6x Cos?(x?) Sen(x?)

b) £(x) = Ln[Sen(v®)]

1

Es la derivada: f'(x) = m[.?en(\/z_c)]' = [Cos(Vx)] - (x1/2)"

Sen(\x)
-1/2
- i OB ) = s Casf)

Q) f(x) = \/eSeT=_(eSenx)1/2_
Suderivadaes f'(x) = %(es‘mx)'”z. [eSen*] = % (eSenx)~1/2 (gSenx). [Sen x]'

=1 (eSenx)1/2 (gSenx)Cos x = 2 (eSen )1/ 2 o5 x .

d) f(x) = Sen?(x? — 2x)
f'(x) = 2Sen(x? — 2x)[Sen(x? — 2x)]’ = 2Sen(x? — 2x)[Cos(x? — 2x)][x% — 2x]’
= 2Sen(x? — 2x)[Cos(x? — 2x)](2x — 2)

= f'(x) = 4(x — 1)Sen(x? — 2x)Cos(x? — 2x)

e) f(x) = Ln?(x? + 3x)

1
x243x

F'(x) = 2Ln(x? + 3x)[In(x? + 3x)]' = 2Ln(x? + 3x)

[x2 + 3x]'

1
x2+3x

(2x +3) = f'(x) = X243 1n(x2 4+ 3x)

x243x

= 2Ln(x? + 3x)

) h(x) = \J4 + Cos3(x) =[4 + Cos3x]*/?
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R'(x) = %(4 + Cos3x)1/2[4 + Cos3x]' = %(4 + Cos®x)~1/2(3 Cos?x)[Cos x]'

=3 3.y-1/2 2o ' _ _ 3SenxCos’x
5 (4 + Cos*x)™/%(3 Cos*x)(—Sen x) = f'(x) e

g) g(x) — 6111—Senx
R (x) = eVi—Sen*[(1 — Sen x)V/2]' = e”‘s"""% [1 — Sen x]~1/2[1 — Sen x]'

= evl‘sen"% [1 — Sen x]"Y/2(—Cos x) =—(Cos x)eVi~Sen*. %[1 — Sen x] /2

h) f(x) = Sen3(x? — x) = [Sen(x? — x)]?
F'(x) = 35en?(x? — x)[Sen(x? — x)]' = 3Sen?(x? — x)Cos(x? — x)[x? — x]’
=35en?(x? — x)Cos(x% — x)(2x — 1)

= f'(x) = 3(2x — 1)Sen?(x? — x)Cos(x? — x)

Ejemplo 3. Véase la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = x*Tan(x? + 1)
F'(x) = [x?] Tan(x? + 1) + x?[Tan(x? + 1)]' = 2x Tan(x? + 1) + x2Sec?(x? + 1)[x% + 1]
= 2x Tan(x? + 1) + x2Sec?(x? + 1)(2x) = 2x Tan(x? + 1) + 2x3Sec?(x% + 1)

= f'(x) = 2x Tan(x? + 1) + 2x3Sec?(x2 + 1)

b) f(x) = e**Ln(x? + 3)

1

') = [¥1Ln(x? + 3) + e [Ln(x? + 3)]' = e**[2x]'Ln(x* + 3) + e¥*

[x2 + 3]’

1
x243

=e2*¥()Ln(x? + 3) + e%* (2x) = 2e?* [Ln(xz +3) 4+~ ]

%243

= f'(x) = 2e%* [Ln(;vc2 +3) +— ]

x2+3

2
O fl) =257

"(x) = (Zx+5)[Sen(xz+x)]'—5m(x2+x)[Zx+5]’ _ (2x+5)c‘os(xz+x)[x2+x]'—Sen(x2+x)(2)
fix)= (2x+5)2 - (2x+5)?
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__ (2x+5)Cos{x2+x)(2x+1)-Sen(x2+x)(2) _ (4x2+12x45)Cos{xZ+x)—2Sen(x2+x)
- (2x+5)2 - (2x+5)2

(4x2+12x45)Cos{x2+x)—25en(x2+x)
(2x+5)2 )

=)=

d) flx) =222

£ = (2x=3)[Ln(5x)]'-Ln(5x)[2x-3]" _ (2x-3)[Ln(5x)]' Ln(5x)(2) _ 1 1 _ 2Ln(5x)
* = (2x—3)2 T (2x-3)2 (2x-3)2 ~ 2x-3 x (2x-3)2

: _ 1 _ 2 Ln(5x)
=>f'(x) = x(2x-3) (2x-3)2

3.7. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Dada una funcion real de variable real y = f(x).

Si y = f(x) es diferenciable en x € Dom(f), entonces su derivada de orden 1 es y' = f'(x)
Siy’ = f'(x) es diferenciable en x € Dom(f"), entonces su derivada de orden 2 es y" = f"'(x)

Si y" = f"(x) es diferenciable en x € Dom(f"), entonces su derivada de orden 3 es y"' =

f"’(x)

FiF

Siy™ = f'"(x) es diferenciable en x € Dom(f"""), entonces su derivada de orden 4 es y™® =

F®)

As{ sucesivamente se obtiene la derivada de orden n de una funcién real, la cual es
representada por y™ = f(™(x)

A partir de la derivada de orden dos, estas se conocen como derivadas de orden superior
(superior a unao).

Ejemplo 1. Se muestra a continuacidn derivadas de distintos drdenes:
a) Derivada de orden 2 de f(x)} = 4 — 5x + x2,
La derivadade orden 1 es f'(x) = =5 + 2x

La derivada de orden 2 es f"(x) = 2

b) Derivada de orden 2 de f(x) = (x%2 —7)3
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La derivada de orden 1 es f'(x) = 3(x2 — 7)% - [x%2 — 7] = 3(x? — 7)%(2x) = 6x(x% — 7)?
La derivada de orden 2 es " (x) = [6x]" - (x% — 7)? + (6x) - [(x% — 7)?]'
=6(x%2 —7)% + (6x)2(x2 — N[x% — 71 =6(x% — 7)? + (6x)2(x? — 7)(2x)

= f"(x) = 6(x% — 7)(5x% - 7).

c) Derivada de orden 2 de f(x) = x3e*.
La derivada de orden 1 es f'(x) = [x3] - (*) + (%) : [e*] = 3x%e* + x3%e* = (3x2 + x3)e*
La derivada de orden 2 es f"'(x) = [3x2 + x%]' - (e*) + (3x% + x%) - [¢*]

= (6x + 3x%)e* + (3x?% + x¥)e* =(6x + 6x2 + x3)e*

d) Derivadade orden 4 de f(x) =Lnx

La derivada de orden 1 es f'(x) = i =

La derivada de orden 2 es "' (x) = —x—2
La derivada de orden 3 es f"'(x) = 2x~3

La derivada de orden 4 es f ¥ (x) = —6x~*

Ejemplo 2. Hallar la derivada hasta el orden que se indica en cada caso.
a) Hallar la derivada de orden 3 de la funcién f(x) = 2x3 — Sen(x).
Solucion.
Derivadade orden 1: f'(x) = 6x% — Cos(x)
Derivadade orden 2: f“(x) = 12x + Sen(x)
Derivada de orden 3: f'“(x} = 12 + Cos(x).
b) Hallar la derivada de orden 2 de la funcién g(x) = x3 Lnx.

Solucion. Aplicamos reiteradamente la regla del producto a la funcién dada:

Derivada de orden 1: g’(x) = [x3]'(Lnx) + (x®)[Lnx]' = 3x%Inx + (x3)i =3x%Inx + x*?
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Derivada de orden 2: g"(x) = [3x2]'(Lnx) + 3x?)[Ln x]’ + 2x = 6x Ln x + (3x%) i + 2x

=6xIlnx+3x+2x=6xLnx+5x.

¢) Hallar la derivada de orden 4 de la funcién h(x) = 16(x - 1)!/2.
Solucién. Aplicamos regla general de potencias, repetidas veces:

Derivada de orden 1: h'(x) = 8(x — 1)~1/2

Derivada de orden 2: h”(x) = —4(x — 1)73/2

Derivada de orden 3: h"'(x) = 6(x — 1)-5/2

Derivada de orden 4: A9 (x) = —15(x — 1)~7/2

5
s2-1

d) Hallar la derivada de orden 2 de la funcién f(s) =
Solucion. Aplicamos regla del cociente dos veces:

Derivada de orden 1: f'(s) = — (E:sz:)_)!

: . fr(s) = 25C243)
Derivada de orden 2: f"(s) = 7-1)°

Ejemplo 3. Halle segun se pide:
a) Siendo y = x3, hallar y"" — 3y’ + 2.
Solucién. Se necesitay’ = 3x%; y' = 6x.

Entonces, ¥ — 3y’ + 2 =6x — 3(3x%) + 2 =2 + 6x — 9x2.

b) Siendo y = e%, hallar xy"” + x%y’ — x3y.
Solucién. Se necesitay’ = —e™*; y" =e™%,
Entonces: xy"" + x2y' — x3 =x(e™*) + x%(—e™*) — x3(e ™) =xe *(1 — x — x?)

c) Siendo y = Ln(x), hallar y" — (y")? + 2y .

w1
x2’

Solucidn. Se necesitay’ = i; y
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Entonces, y" - (y')z + 2y = ;—:' - ( ) + 2Ln(x) = —; - —2 + 2Ln(x) = 2Ln(x) — -=-

Ejemplo 4. El Polinomio de Taylor. Dada la funcién real de variable y = f{x) que acepta
derivada de orden n en una vecindad del punto x;, se puede encontrar el Polinomio de Taylor
con la forma siguiente:

n) -
P(x) =%, M siendo £™(x) la derivada de orden n de la funcién real f(x).

a) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = e*.

@ ™
fG) = e = f(O)+ F(Ox+ L0y L3 0ysy Dy |

f(x) =e* 1+x+—x2+ v + x4+ +— m4 .., paratodo xeR

b) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = Ln(1 + x).

f (o) f (O)  F40) FARIC))
fx)=In(1+x)=Ff0)+ f(0)x+ x2+ x4 - x3+...+Tx"+

__yn=—1
f=Inl+x)=x— %xz + %x*" - %x“ + %x5+...+%x"+..., con -l<x<1

c¢) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = Cos(x).

(0) £ 3, f®0) FARIO)
f(x) = Cos x = f(0)+ f'(0)x+ x2+ = x34 — x3+..4 —— X"+

_qyn
lxﬁ + +&

1 1
f(x)=Cos(x)=1- zxz + ;x4 Y (2n)

x®"+.., paratodo xeR

3.8. DERIVACION IMPLiCITA

Una funcion explicita es la que tiene despejada la variable dependiente y = f(x). Las mismas
que hasta ahora se han venido trabajando.

Una funcién implicita es aquella que no tiene despejada la variable dependiente y = f(x), la
cual es dada con la forma de una ecuacién en las variables x e y. Esta puede expresarse en la
forma F(x;y) =0.

Sin embargo, no siempre la ecuacién de F(x; y) = 0 representa una funcién implicita de y =

f)
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Por ejemplo, la ecuacién y + 2x — 5 = 0 representa implicitamente a la funcién y = 5 — 2x.
Mientras que la ecuacién x? +y? — 9 = 0 representa simultineamente a las funciones

implicitas y = +v9 —x2yay = —v9 — x2.

Ejempio 1. Son funciones explicitas:
a)f(x) =Senx+Cosx b)) f(x)=VZ+7x -1 ) f(x) = x? + xe*
d)f(x)=§ e)y=x2+3x—-6 f)y=Ln(7 — x?)

Ejemplo 2. En las siguientes ecuaciones se da funciones implicitas representadas a través
de la variable “y":

a) xy + fxy = x2 + y? b)x?+y*=xSen(xy) ) x"%+yY* = Ln(xy)
d) e +x+y = xe” + ye* e) x Seny = Cos (xy) B vx?+y? =xy

DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA.
Para calcular la derivada de una funcién implicita se puede elegir dos formas:

FORMA 1. Derivando ambos lados de la ecuacién F(x;y) = 0, tomando en cuenta que y es
una funcion, y haciendo uso de la regla de la cadena.

FORMA 2. Usando la siguiente proposicién: si y es proporcionada mediante la ecuacién

F(x;y) = 0,la derivada con respecto a x es dada por % =— % 3
dy
Ejemplo 1. Derivar implicitamente:
a) Forma 1: xy = x2 + y?, sabiendo que y depende de x.
Derivamos ambos lados con respecto a x: :—x [xy] = % [x2 + y?]
Tenemos:x%+yj—i=2x+2y% 0 x%+y=2x+2y%
Despejando g: % (x—2v)=2x—y
dy _ 2x—y

Se tiene la derivada pedida: = ooy

b) Forma 2: x? + y? = x Sen (y), sabiendo que y depende de x.

Escribimos la expresién dada en la forma F(x; y) = 0: x2+y*—xSen(y) =0
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ar(x:y) d, 2. 2
: ’ d d Xty —x Sen (v))
Aplicamos la formula 2~ = — & » 2= _&
dx &y dx Zy X2 +y?-x Sen ()
dy _ _ _2x-Seny
De donde, el R

Obsérvese que ambas formas conducen a obtener la derivada que se solicita; asi también, en
un mismo ejercicio, ambas arriban a idéntico resultado.

c) x1/2 + y1/2 = Ln(xy), sabiendo que y depende de x.

Derivamos ambos lados con respecto a x: :—x [xY/2+y1/2] = %Ln(xy)

Tenemos: = Sx x~ 12 4= y‘1/2 dy (y +x o ix‘lfz + %y‘l/z -% = i + i%
R VEC

Despejando %: 4 (F - %) = % - %

Se tiene la derivada requerida: % = ::,_;‘_/g :

Ejemplo 2. Aplicando derivacién implicita, resuelva segtin se solicite.

a) Hallar la derivada de “y” si es dada mediante la ecuacién xy + Sen(y) — 7 = 0.

Solucion.

Derivando ambos lados con respecto a “x” se tiene x % +y + Cos(y) % =0.

@y __=y

. dy . .
D ndo— nsi finalmen
espejando xS consigue finalme te vl

b) Hallar la derivada de “y” si aparece formando parte de la ecuacién e*¥ + y Cos(x) =«
Solucion.
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tiene e*Y (x % + y) —y Sen(x) + % Cos(x)=10
dy vSenx—e*Y

: dy _
Despejando -5 5¢ logra e = e Eons

oo N

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva C representada por “y”, en el
punto (3; 1), la cual es dada implicitamente por la ecuacién y* + 2xy? — 3x — 10 = 0.
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Solucién.
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tiene 3y2 & 4xy +2y2-3=0.
o dy ; dy _ _3-2y*
Despejando a2 SEconsigue "o =5t

__3-212 _ 1

Evaluando (3; 1) en E se tendré la pendiente m = [ 2zl 3:1) 30H@D 15

Y la recta tangente quedari expresadapor Lriv—1= % (x—3) 0o y= 11—5x +§

[ g ]

E}'emp]a 4 Ha]lar la segunda derivada de “y” que es dada implicitamente por la ecuacién de

la ellpse = + — =1.

Solucion.
2y dy _
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tlene = + v =0
Despe1ando —sellegaa dy . ob g
dx a y
" u dzy _b4 1

Derivando por segunda vez respecto a _— = —
p gu P ax?  a? y?

Ejemplo 5. (PROBLEMA) Supdngase que una estacién de radar esta siguiendo €l rastro de
un objeto volador no identificado (OVNI). Considere que “S” representa la distancia en el
tiempo “t” para t > 0 del OVNI a un punto fijo. Tome en cuenta que “S” satisface la ecuacion
5% + 125 = t3 + 1. ;Con cuénta rapidez se estd moviendo el objeto en el instante ¢?

Solucion.

Recordemos que S depende de t, S = S(t). Se deriva ambos lados de §% + t2S = t3 + 1 con
respecto a t: % (s? +t25) = % t:+1)

Entonces se tiene 25% +t2 % + 2tS = 3t?

ds _ 3t?-2ts
dr 25+t

Despejando se llega a la rapidez respectoat:

3.9. INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL
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INCREMENTO DE UNA FUNCION REAL.

Dada una funcion real para la cual su variable independiente x sufre un incremento de xg a
X + Ax, entonces la funcion real f sufrira un incremento de f(xg) a f(xg + Ax).

Nétese que el incremento de una funcién real es la diferencia exacta de dicho incremento
cotrrespondiente al que se alcanza desde xg hasta xo + Ax. (Ver Figura 3.11).

A
L y =)

Recta tangente

Flo+Ax) e

fxg) prmmmmmmmmmmmmmm e e

[ .

1 1 >
Xg X + Ax

Figura 3.11

DEFINICION. Sea f:IcR — R una funcion real definida en el intervalo I, sea x5 €1,
entonces el incremento de f hasta Afcorrespondiente al incremento de Ax en x, es dado por:

Af(xg) = f(xo + Ax) — f(x0)

Ejempio 1. (Para ver incremento) Sea la funcién real f:I<R — R que representa la
cantidad de desperdicios que una curtiembre arroja a un rio, cuya cantidad se modela por la
regla f(x) = 0,2x% + 1, 8x toneladas a la semana.

a) Determinar el incremento de la funcién al pasar de la quinta a la sexta semana.

b) Realizar el mismo ejercicic para el transito de la décima a la decimoprimera semana.
Solucion.

a) Para el punto x4 = 5, el incremento serd Ax = 1.

Elincremento se calculade  Af(xg) = f(xp + Ax) — f(xp)

Veamos: Af(5)=f(5+1)—f(5) = f(6)—f(5) =[0,2(6)*+1,8(6)]—[0,2(5)%+
1,8(5)] =18 — 14 = 4 toneladas.

Lo cual significa que estando en la quinta semana x4 = 5, al pasar a la proxima, el incremento
correspondiente en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al rio es de 4 toneladas.

b) Para el xy = 10, el incremento serd Ax = 1.
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El incremento se calcula de Af (xg) = f(xo + Ax) — f(xp)
Veamos: Af(10) = £(10 + 1) — £(10) = f(11) — £(10)
=[0,2(11)? + 1,8(11)] — [0, 2(11)? + 1,8(10)] = 44 — 38 = 6 toneladas.

Esto quiere decir que estande en la décima semana xg = 10, el incremento correspondiente
al pasar a la siguiente semana, en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al rio, es de 6
toneladas.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL.

Dada una funcién real donde su variable independiente x sufre un incremento desde xg
hasta xg + Ax, entonces la funcidn real f sufrira un incremento de f(xp) a f(xq + Ax), el cual
puede ser aproximado por el diferencial de la funcién en ese punto xj.

DEFINICI6N. Sea f: IcR — R una funcién real definida en el intervalo I, sea x € 1,
entonces el diferencial de f en x, df (x) correspondiente al incremento dx en xy es dado por:

df (xo)
X

df(xo) = i

Natese que el diferencial de una funcion real es la diferencia aproximada de dicho incremento
correspondiente al que se da desde x, hasta xg + Ax.

Ejemplo 1. (Para ver diferencial) Sea la funcién real f: IcR — R que representa la cantidad
de desperdicios que una curtiembre arroja a un rio, cuya cantidad se modela por la regla
f(x) = 0,2x% + 1,8x toneladas a la semana.

a) Determinar el diferencial de la funcién al pasar de la quinta a la sexta semana.
b) Realizar el mismo ejercicio para el transito de la décima a la decimoprimera semana.

Solucion.

Se necesita la derivada de la funcién f(x) = 0, 2x% + 1,8x; la cual es % =0,4x+1,8

a) Para el punto x4 = 5, el diferencial serd dx = 1.

El diferencial se calcula de df (xq) = % ~dx
; = 45, = -
Veamos: df (5) = D= [0,4(5) + 1,8](1) = 3, 8 toneladas.

Esto significa que estando en la quinta semana x4 = 5, el diferencial correspondiente en la
cantidad de desperdicios arrojados al rio es aproximadamente de 3,8 toneladas.

b) Para el punto xg = 10, el diferencial sera dx = 1.
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El diferencial se calcula de df (xg) = % -dx

Veamos: df(10) = “LC% (1) = [0,4(10) + 1,8](1) = 5,8 toneladas.

Lo cual denota que estando en la décima semana xy = 10, al pasar a la siguiente, el
diferencial correspondiente en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al ric es de
aproximadamente 5,8 toneladas.

Ejemplo Z. Se desea confeccionar un recipiente semiesférico de 25 cm de radio interior.

a) Usando incrementos, hallar la cantidad de material empleadc en la confeccién de dicho
recipiente si el espesor debe ser de 0,5 cm.

b) Haciendo uso de diferenciales, aproximar la cantidad de material empleado en la
confeccion de dicho recipiente si el espesor debe ser de 0,5 cm.

¢) Comparar ambos resultados.

Solucion.
La funcién para hallar el volumen del recipiente mencionado sera V(r) = %%‘ r3= 23—“1‘3; el
valor ry = 25; y el incremento, Ar = 0, 5.
(a) El incremento se calcula de AV(rg) = V(rg + Ar) — V(1g)
AV(25) = V(25 + 0,5) — V(25) =V(25,5) — V(25) =2 (25,5)° - (25)°

=2003,027 cm?>.

En consecuencia, para confeccionar el recipiente se necesita 2003, 027 cm? de material.

b) La derivada del volumen seri % = 2nrs.

El diferencial se calcula de dV (rg) = % -dr =2n(25)%dr

av(25) = 222 gr = 2n(25)%(0, 5) = 1963,49 cm?.

Es decir, para confeccionar el recipiente se necesita aproximadamente 1963,49 cm? de
material.

c) Comparando ambos resultados, existe un error de 39,537 cm3.

Ejemplo 3. Con una capa de pintura de un milimetro de espesor, se desea pintar el exterior
de una cisterna que tiene forma cuadrada con 3 metros de arista externa. Dicha cisterna
posee tapa. Haciendo uso de incrementos, hallar la cantidad de pintura a emplear. Asimismo,
utilizando diferenciales, aproximar la cantidad de pintura que se empleara.

Solucion.
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Siendo x la longitud de la arista externa, la funcién para hallar el volumen de la cisterna seri
V(x) = a3; el valor de x¢ = 3; y el incremento, Ax = 0,002,
(a) El incremento se calcula de AV (xp) = V(xp + Ax) — V(xp)
AV(3) = V(3 + 0,002) — V(3) = V(3,002) — V(3) = (3,002)3 — (3)? = 0,054036 m>.
Esto significa que para pintar la cisterna se necesita 0, 054036 m? de pintura.

(b) La derivada del volumen sera % = 3x2.

El diferencial se calcula de dV(xg) = % dx.
dv(3) = 2. dr = 3(3)%(0,002) = 0,054 cm?

Entonces, para pintar la cisterna se necesita aproximadamente 0,054 cm? de pintura.

Notamos que, en este caso, los dos resultados son bastante cercanos.

Ejemplo 4. Se sabe que con el aumento de temperatura en el funcionamiento del
procesador en determinadas placas cuadradas para circuitos impresos, se produce una
dilatacion lineal de sus lados, del 0,4 9%. El lade de cada placa mide 7 mm. Calcular
aproximadamente el aumento en su area.

Solucion.
Siendo x el lado de la placa, la funcién que modela su drea serd A(x) = x2.
El incremento de cada lado resulta el 4% de 7 mm: Ax = dx = 0,028 mm.
Aproximando el incremento: dA(x) = 2x.
Con los datos dA(7) = 2(7)(0,028) = 0,392 mm?2.

Siendo el drea A(7) = 49 mm? = 100 % y al 4rea aumentada de 0, 392, entonces el aumento

seray = % % = 0, 8 %. Es decir, el area aumenta aproximadamente un 0, 8 %.

3.10. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS
EJERCICIOS SOBRE DERIVADA DE UNA FUNCION REAL.

1. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES:

2

— 41,2 5 2
a)f(x)=x X+t -+

x+11—0 b)g(x)=2\/§—i+?i/§
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z z
x n. x m
c)h(x) =;+;+F—F

&) 9(x) = £ y hallar g'(1/2)

1 52 .25
DfO=fmr—mat 3y

D f(x) = (x% — 3x + 2)(x* + x?)

g) h(x) = 4 — 5x + 2x3 — x~3, y mostrar que f'(a) esiguala f'(-a).

Wy =(x+1)(z-1)

x+1

Dy==

x-1

2t-3
Dy = ———
)y t2-3t+6

n) f(t) = 35+ 57, yhallar £/ (0) y £(2)

ny=()

r) gx) = i]z

2. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES:

a) y = Log(x — Cos x)
) h(t) = Sen(2t) - Sen (t/2)
e)y = Arctan (2

8)y =3 (Tan (%) + Cot(x/2))
i) y = x - Arcsen(Ln x)

) g(x) = ;2

Ln(Cos x)

m) g(x) = 10%tanx

Dy =0@2-DE?-H(x*-9)

x24+1
)y = 3(x2-1)

m)y= L
Y= i

0) g(t) = 3x%2 — 4x~* + 6)3

=1 —x2 S
Py=v1-x T

b) g(t) = e*StSent

1
Cos?t

d)T(t) = 3 Cos?t —

f) __ 2Senx  Cosx
y= Cos(2x) Sen(2x)

h) y = t- Arctan(+/t)

Do) = ==rz
) h(x) = 2(@2)

n) y = Ln[e*Cos x]

EJERCICIOS SOBRE DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR.

1. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES PARA HALLAR LO QUE SE PIDE:

a)y",siy = (1—3x2%)?
c)y®,siy =x%Ln x

e)y", siy = x%e*

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ

b) f(2),si f(t) = (¢t + 10)?
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g) y",siy = Arcsen[a + Sen x] h) y™),siy =e*
)y, siy = x Lnx Dy siy?+x? = ax?y
k) yu, si ex+y i xzyz

)] %y %, siendo: (i) x = at?,y = bt3 (i) x = aCos(t), y = bSen(t)

(iii) x = ArcSen(t), y = Ln(1- t%)

EJERCICIOS SOBRE DERIVADA IMPL{CITA.

1. Hallar la derivada de y, la cual es dada en forma implicita.

a)x/2 4 y/2=1 B xy+In(xy)=x+y
Qx2+y3 +axy=0 d) y2Cos x = xSen(3y)

e) Sen(xy) + Cos(xy) = Ln(x + y) Hy=1-—xe¥
gySenx—Cos(x—y)=x—y h) y — x = Arsen(x) — Arccos(y)
Dx¥Y—y*=10 i)y = xnx

k) xy? = [Ln x]¥
2. Hallar la derivada de y con respecto a x: %.
a) x = aCos(t),y = aSen(t). b) x = 1-t%,y = t-t3.

c) = t[1-Sen(£)],y = t[Cos(t)]-

EJERCICIOS SOBRE INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

1. Encuentre el incremento de y, Ay. Luego determine el diferencial de y, dy para la funcién
y = f(x), siendo:

a) f(x) = x* + 1, cuando x cambia de 2 a 2,01.
b) f(x) = x% + 2x + 1, cuando x cambia de 3 a 2,9.
c) f(x) =v4 —x,cuando x, = 2 e Ax = 0,2.

2. ;Cudl es el volumen aproximado de hule que se usa para manufacturar una pelota con
didmetro de 4 centimetros, si el grueso del hule es de 1milimetre?
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3. Los lados de una caja ctibica hueca de metal tienen un espesor de % de milimetro. Si el

volumen interior de la caja es de 125 centimetros cibicos, ;cuil es el volumen aproximado
del metal que se emplea en la construccién de la caja?

4. Supongamos que explotara x libras de cierto material de fisién, con una fuerza equivalente
a 500x toneladas de TNT. ;Cudl es el error permisible en la medicién de 2 libras del material
si el error en la explosion resultante no debe sobrepasar el equivalente de una tonelada de
TNT?

5. Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones.

Df)=1+5c-22  b) f) = O f() = (x — x%)?
d) f(x) =e** e) f(x) = Ln(4 — x?) f) f(x) = Sen(1+1nx)
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