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Prologo

Normalmente, los procesos que se estudian en ciencias e ingenieria son representados por
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) o ecuaciones diferenciales parciales (EDP). En
muchos casos, resolver una ecuacion diferencial en forma analitica se convierte en una
tarea muy complicada o casi imposible. Es asi que los métodos numéricos cobran gran
importancia, a pesar que una solucion analitica sea exacta, los métodos numéricos sujetos
a error son una alternativa viable. Una solucién numérica es un valor aproximado de la
solucién, y aunque esa aproximacion puede ser casi exacta, en muchos de estos métodos
se puede desarrollar procesos iterativos hasta alcanzar la exactitud deseada, lo
suficientemente exactos para satisfacer los requisitos del problema.

Este libro va dirigido a estudiantes de ciencias e ingenieria. Los requisitos minimos son el
calculo diferencial e integral, asi como la solucién analitica de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Estelibro busca, ademas, ilustrar en la solucién numérica de las EDOy de las EDP,
mediante aplicaciones en Excel y MATLAB. Esta orientado a estudiantes con conocimiento
en lenguajes de programacion, especificamente MATLAB y GUIDE (entorno de
programacién visual disponible en MATLAB), que son un lenguaje y un entorno de
programacién bastante versatiles; pues proporcionan una serie de librerias y algoritmos
elaborados que ayudan a facilitar las tareas de programacion y que pueden usarse como
herramientas de célculo numérico, campo en el que son muy eficaces. Asimismo, se
complementan con formulaciones en hoja de cdlculo que llegan a ser una herramienta
facilitadora para el entendimiento mecanico delaaplicacion de los métodos empleados.

En este libro se expone la teoria, a veces, con justificaciones tedricas. Se presentan varios
ejemplos resueltos aplicados a ciencias e ingenieria, exponiendo los algoritmos y la
implementacion de estos.

El Capitulo | esta referido a fuentes de error, referidas a error de planteamiento, de método,
de representacion o redondeo, de operacién o propagacion, residual, numérico total y
relativo.

El Capitulo Il trata el tema de ecuaciones no lineales, especificamente enfocado al método
de Newton-Raphson, un algoritmo para encontrar aproximaciones sucesivas de los ceros o
raices de una funcién real. Este algoritmo es el mas usado y difundido por su facilidad de
codificacién; es eficiente en la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales, converge
muy rdpidamentey proporciona una muy buena precisién en los resultados.
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El Capitulo Ill trata sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, haciendo una descripcién
general, usos, definiciones y técnicas de solucién. Se abordan métodos de solucién muy
simples como el de Euler y Heun hasta el desarrollo y aplicacién de los métodos Runge-
Kutta de primer orden hasta orden extendido y métodos multipaso. Aqui precisamos el uso
de librerias MATLAB tipo ODE, en forma complementaria, y el estudio de varios casos
tipicosen ciencias eingenieria.

En el Capitulo IV se desarrollalo referido alas ecuaciones diferenciales parciales. La mayoria
delos problemas en ciencias e ingenieria, de importancia practica, estan descritos por este
tipo de ecuaciones diferenciales, y, fundamentalmente, por ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Se establecen soluciones a ecuaciones tipo elipticas, parabdlicas e
hiperbdlicas, y sus correspondientes casos.

En el CapituloV se hace referencia al uso de la caja de herramientas (“Toolbox”de MATLAB),
gue nos permite resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales utilizando el
método de elementos finitos. En particular, con la utilizaciéon de la interfaz gréfica
denominada “PDETool” se especifica el dominio 2D de un problema, la triangulacién del
dominio, los coeficientes de la EDP y las condiciones de contorno, para luego obtener la
solucion del problema planteado.

Se ha incluido el Apéndice A sobre introduccién a MATLAB y el Apéndice B sobre
introduccién a GUIDE de MATLAB. Se hace una resefa que pueda servir de base a los
estudiantes que estan iniciandose en programacion. Asimismo, la guia GUIDE que se
incluye puede permitir crear una interfaz gréfica, que es el vinculo entre el usuario y un
programacomputacional.

Finalmente, quiero agradecer al profesor de la Pontificia Universidad Catélica del Perd,
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1.1.

1.2.

Capitulo |

Generalidades

Los métodos numéricos son procedimientos matemadticos cuyo objetivo es la
resolucién numérica de problemas que carecen de expresiéon analitica para su
resolucién exacta (Chapra, 2017). Se expresan, en general, mediante algoritmos que
especifican la secuencia de operaciones ldgicas y aritméticas que conducen a la
solucion (normalmente aproximada) del problema planteado.

FuentesdeError

Lasfuentes de error en las matematicas numéricas estan ligadas a diferentes fuentes,
como, por ejemplo: error de planteamiento, de método, de representacion o
redondeo, de operaciéon o de propagacion, residual, numérico total y relativo
(Chapraetal., 2007; Chapra, 2017).

1.2.1. Errorde Planteamiento
Normalmente, cuando se aborda un problema cientifico, el primer paso es
construir un modelo matematico que lo represente; por ejemplo, si se quiere
calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo un objeto que se suelta desde
una altura (k) utilizamos la ecuacién del movimiento uniformemente
acelerado: h=gr’/2, siendo glaaceleracion delagravedad (Chapra, 2017).

En la construccion de un modelo matematico se asume una serie de
simplificaciones (distribucion uniforme de temperaturas, material
homogéneo, isétropo, regiones esféricas, ausencia de friccién con el aire, etc.)
que hacen que este, ya desde su mismo planteamiento, se aparte (esperamos
que ligeramente) de la situacién real observada. Ademas, en el modelo pueden
intervenir constantes (como g en el ejemplo anterior) cuyo valor no se
determina de manera exacta. Depende del cientifico, o del ingeniero, afinar, lo
mejor posible, la eleccién del modelo matematico, de forma que la solucion del
mismo no se aparte significativamente de la solucién del problema original.
1.2.2. Errordel Método
Es el error debido a la propia forma en que estd concebido el método
numérico. En general, los métodos numéricos buscan dar soluciones
aproximadas a los problemas, siendo el calculo del error de aproximacién una
parte integrante del método. Un caso especifico se refiere a la aproximacion
de funciones mediante su desarrollo en serie de potencias; por ejemplo, la
funcién sen(x) puede aproximarse por sudesarrollo de Taylor:

w?nfl

sen(@) =2 —gp+ g~ o U Gy
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1.2.3

1.2.4
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La imposibilidad material de calcular los infinitos términos del desarrollo
exige truncarlo con un ndmero finito de términos, lo cual genera un tipo de
error del método que, por su naturaleza, se denomina error de truncamiento.
Por regla general, cuanto mayor sea el nimero de términos considerados,
menor serd el error de truncamiento.

Errorde Representacion o Redondeo

El ordenador también introduce errores. La capacidad limitada de
representacion del ordenadorimpide representar de forma exacta constantes
mateméticas (7, e), 0 nimeros irracionales (V2, V3...), que tienen un numero
infinito de decimales. Aunque un numero tiene infinitas cifras decimales, el
ordenador solo permite representarlo con un nimero finito de cifras
significativas. En consecuencia, se produce un error que denominaremos
error de representacion o de redondeo. En el caso particular de MATLAB, la
representacion interna de los nimeros se hace con un total de 16 cifras
decimales. Ello significa que los nimeros reales, que solo se diferencien a
partir de la décimo sexta cifra decimal, seran considerados iguales a los
efectos de su tratamiento con este programa:

> a=@.123456789123456789;
=> b=@.123456789123456788;
== a=b

ans = @

Errorde Operacion o de Propagacion

El error de representaciéon o de redondeo también afecta a las operaciones
aritméticas que se realicen con el ordenador; el resultado de cada operacion
se redondea de acuerdo con el nimero maximo de decimales que puede
representar el ordenador; de esta forma, en una sucesion de operaciones, se
pueden ir produciendo sucesivos errores que se van arrastrando
(propagando), lo que ocasiona una pérdida general de exactitud, puesto que
sevan perdiendo las cifras desechadas en cada paso.

Podemosilustrarlaimportancia del error de propagacién con un ejemplo muy
conocido. Se trata del calculo de la expresion [(1+107°-1)x107]. Esta expresién,
operada en el orden que seindica, da, en la mayoria de los ordenadores, como
resultado 0, en contraste con suresultado correctoquees 1.

La explicacién, como es facil de adivinar, esta en la operacién 1+107, donde, al
tener los sumandos tanta diferencia en magnitud para la capacidad de
representacién del ordenador, susuma seredondeaa 1, conlas consiguientes
consecuencias sobre el resto de las operaciones de la expresién, dando,
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finalmente, el resultado de 0; por tanto, es importante tener en cuenta tanto
el nimero de operaciones como el orden en que se realizan para evitar
minimizar elimpacto del error de propagacion.

1.2.5. ErrorResidual

1.2.6

Muchos métodos numéricos requieren la repeticidn indefinida de un proceso
de célculo. Es cuando la expresion matematica del método especifica que la
solucion del problema se obtiene como limite de una sucesion, esto es:

Solucidn = lim {z;}"
n—>oo{ 1}1:1

La imposibilidad material de extender el proceso de célculo indefinidamente
obliga a limitar el numero de términos de la sucesién a un valor finito,
considerando que, para este valor, la solucién aproximada alcanzada es un
resultado suficientemente satisfactorio; por tanto, se produce otro tipo de
error, que denominaremos error residual, que representa la diferencia debida
alostérminos no calculados.

Error Numérico Total

El error numérico total sera la suma de todos los errores cometidos.
Limitdndonos a analizar los errores, desde el modelo matematico hasta el que
se obtiene con la solucién numérica, las dos fuentes principales de error y las
medidas para atenuarlas (no eliminarlas) suelen ser:

- Reducir el error del método, principalmente el error de truncamiento.
Parareducireste error se procede ala mejora de la exactitud del método
numérico empleado, lo que suele acarrear una formulacién mas
complejay, generalmente, unincremento en el nUmero de operaciones
aritméticas, lo que a suvezhace aumentarel error deredondeo, ademas
deincrementareltiempo de calculo.

- Reducir el error de redondeo. Como medidas para reducirlo, se presta
atencién al orden y a la forma en que se realizan las operaciones, y se
incrementa el nimero de cifras significativas con las que opera el
ordenador; por ejemplo, empleando niimeros de doble precision. En
este Ultimo caso, esto supone aumentar las necesidades de memoria'y
almacenamiento del ordenador. En casos extremos, ello puede obligar
areformular completamente el método.

Como vemos, el comportamiento de los errores de truncamiento y redondeo
responde, en general, a curvas con tendencias contrarias; por lo que, en
muchas ocasiones, el remedio para un tipo de error incrementa el otro. Dado
el caso, se hace necesario llegar a una situacién de compromiso entre los dos
tipos de error, lo que requiere cierto nivel de experiencia por parte del analista,
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y muchas veces obliga a una serie de pruebas de ensayo-error hasta llegarala
mejor solucién.

1.2.7. ErrorRelativo

En los problemas de calculo numérico, si x es la soluciéon (exacta) a un
problemay x*es la solucién aproximada obtenida, el error absoluto cometido
en la aproximacién es simplemente |x-x*|. En la practica suele ser mucho mas
interesante calcular el error relativo. Es evidente que un error de una milésima
apenas tiene importancia si el valor de x se mide en la escala de los millones;
pero el mismo error de una milésima es muy grave si el valor de x se mide en la
escaladelas millonésimas.

El errorrelativo se define como:

z — 7|
Ep = ———
]
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2.1.

Capitulo/ll

Soluciones Numéricas

Hace mucho tiempo que hemos venido utilizando la formula cuadrética para
resolver ecuaciones cuadraticas; asimismo, se presentan ecuaciones no lineales que
requieren otro tipo de soluciones.

f(xX)=ax> +bx+c=0 2.1

Aunque la férmula cuadrdtica es Util para resolver las ecuaciones de la forma f{x),
existen muchas funciones en laingenieria donde las raices no se pueden determinar
con tal facilidad. Existen, incluso, funciones que no se pueden resolver en forma
analitica. En esta situacidon es que los métodos numeéricos proporcionaran medios
eficientes para obtenerresultados. Es asi que se han definido los métodos cerradosy
abiertos. Los métodos cerrados se fundamentan en que una funcién cambia de
signo en el intervalo que encierra la raiz o solucién, y para desarrollar el algoritmo
donde se encuentra la raiz se necesitan dos valores iniciales (limite inferior y limite
superior), entre los cuales se encuentra la misma. Los métodos cerrados se clasifican
enmétodo de bisecciény método dereglafalsa.

Los métodos abiertos, a diferencia de los cerrados, calculan, en cada iteracién, una
aproximacion a la raiz, y no requieren verificar si esta aproximacion genera, o no, un
intervalo que contenga una raiz. Los métodos abiertos son: método de punto fijo,
método de Newton-Raphson, método de la secantey método deraices multiples.En
este caso, nos vamos a referir especificamente al método de Newton-Raphson.

El método de Newton-Raphson requiere de la funcion y su derivada; cuando es
relativamente facil obtenerla no se tiene inconvenientes en usar este método. El
problema surge cuando se hace muy complejo obtener la derivada, ante esto surgen
otros métodos como el de la secante, que es un método para encontrar los ceros de
una funcién de forma iterativa. La secante es una variacion del método de Newton-
Raphson, donde en vez de calcular la derivada de la funcién en el punto de estudio,
teniendo en mente la definicién de derivada, se aproxima la pendiente a larecta que
une la funcién evaluada en el punto de estudio y en el punto de la iteracién anterior.
Este método es de especial interés cuando el costo computacional de derivar la
funcion de estudio y evaluarla es demasiado elevado, por lo que el método de
Newton-Raphson noresulta atractivo.
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2.2. Métodode Newton-Raphson

2.2.1. Antecedentes Historicos

2.2.2

.

En analisis numérico, el método de Newton (conocido también como el
método de Newton-Raphson) es un algoritmo para encontrar
aproximaciones sucesivas de los ceros o raices de una funcién real (Deuflhard,
2004). Este método numérico fue descrito por sir Isaac Newton en De analysi
per aequationes numero terminorum infinitas ('Sobre el andlisis mediante
ecuaciones con un nimero infinito de términos;, escrito en 1669 y publicado
en 1711 por William Jones) y en De metodis fluxionum et serierum infinitarum
(escrito en 1671, traducido y publicado como Método de las fluxiones en 1736
por John Colson); sin embargo, su descripcion difiere, en forma sustancial, de
la descripcion moderna presentada. Newton aplicaba el método solo a
polinomios y no consideraba las aproximaciones sucesivas x,, calculaba una
secuencia de polinomios para llegar a la aproximacién de la raizx. Finalmente,
Newton ve el método puramente algebraico y fallaal no verla conexién conel
calculo.

Isaac Newton probablemente derivo su método, de forma similar, aunque
menos preciso que el método de Francois Viéte. La esencia del método de
Viéte puede encontrarse en el trabajo del matematico persa Sharaf al-Din al-
Tusi (Kelley, 2003). EI método de Newton-Raphson es llamado asi por el
matematico inglés Joseph Raphson (contemporaneo de Newton), quien se
hizo miembro de la Royal Society en 1691 por su libro Aequationum
Universalis, publicado en 1690, que contenia este método para aproximar
raices. Newton, en su libro Método de las fluxiones, describe el mismo método
en 1671, pero nofue publicado hasta 1736;lo que significa que Raphson habia
publicado este resultado 46 afos antes y, aunque su trabajo no fue tan
popular como los trabajos de Newton, fue reconocido posteriormente.

Descripcion del Método

El método Newton-Raphson, quiza el mas utilizado, es un método abierto en
el sentido que no estd garantizada su convergencia global. La Unica manera
de alcanzar la convergencia es seleccionar un valor inicial lo suficientemente
cercano a la raiz buscada. Asi, se ha de comenzar la iteracién con un valor
razonablemente cercano al cero,denominado punto de arranque, valor inicial
o valor supuesto (Ortega & Rheinboldt, 2000). La relativa cercania del punto
inicial a la raiz depende mucho de la naturaleza de la propia funcién; si esta
presenta multiples puntos de inflexién o pendientes grandes en el entorno de
la raiz, entonces las probabilidades de que el algoritmo diverja aumentan, lo
cual exige seleccionar un valor supuesto cercano a la raiz. Una vez hecho, el
método linealiza la funcién por la recta tangente en ese valor supuesto. La
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abscisa en el origen de dicha recta serd, segun el método, una mejor
aproximacién de la raiz que el valor anterior. Se realizaran sucesivas
iteraciones hasta que el método haya convergido lo suficiente. El algoritmo de
Newton-Raphson es deducido a partir de la pendiente sefalada en la
siguiente figura.

S

Slope = f(x;)

f{xi‘,} ——————————————————

fix)=0

i

SRLU? S

Figura 2.1.
Aproximacién de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson se puede derivar de esta interpretacion
geométrica. En la figura mostrada, la primera derivada en x es equivalente ala
pendiente:

f(x;—0)

Xi — Xi+1

() =

Despejandox,, , se puedereorganizar paraencontrar:

f(xp)
Xiy1 = Xi — f’(xll-) (2.2)

Esta ecuaciéon es conocida como algoritmo de Newton-Raphson, donde f7(x,),
representaladerivadadelafunciénfix,).

2.2.3. Formulacion del Método
En la bibliografia existen tres formas de formular el algoritmo de Newton-
Raphson. La primera se basa en una interpretaciéon puramente geométrica
basada en el método de la secante, pensando en que los puntos de iteracion
estan lo suficientemente cerca; es decir, a una distancia infinitesimal,
constituyéndose la secante por la tangente en un punto a la curva (Suli &
Mayers, 2003). De esta forma, si por un punto de iteraciéon trazamos la
tangentealacurva, porextensiéon con el método de la secante, el nuevo punto
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de iteracién se tomara como la abscisa en el origen de la tangente (punto de
cortedelatangente coneleje X).Esto esequivalente alinealizarlafuncién, es
decir, f'se reemplaza por una recta tal que contiene al punto [x, f(x,)] y cuya
pendiente coincide con la derivada de la funcién en el punto, f(x,). La nueva
aproximacion alaraiz x,., se logra de lainterseccion de la funcién lineal con el
eje X de abscisas Matematicamente se tiene:

flxd

i~ X1

Flxd = 2.3)

En la siguiente figura, se puede ver que x,,, es una mejor aproximacion que x,
paraelcero (x) delafunciénf.

f?f” Pendiente=f'(x,)
fi)f e
fiwi}-0
> x
Xisg Xi
Xi =Xia1
Figura 2.2.

Ilustracién de una iteracién del método de Newton
(la funcidn f se muestra en azul y la linea de la tangente en negro)

Una segunda forma de obtener el algoritmo es desarrollando la funcién 1'(x)
enlaserie deTaylor paraunentornodel puntox,

[l (2.4)
2! + o

Fld = flad + Mz — x4 (x— 2P

Si se trunca el desarrollo a partir del término de segundo grado y evaluamos
enx,,;tenemos:

f(-fl'ﬂ_} = f[-‘l‘-'[}‘l' f'[l"-'[.,.]_}':-f - -1-"[] (25)

Si ademas se acepta que x,,, tiende a la raiz, se ha de cumplir que f{x,,)=0,
luego sustituyendo en la expresién anterior obtenemos el algoritmo,
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Finalmente, hay que indicar que el método de Newton-Raphson puede
interpretarse como un método deiteraciéon de punto fijo; asi dadala ecuacién
f(x)=0, se puede considerar como un método de iteracién de puntofijo.

El pseudocédigo para el método se define de la siguiente manera;
identificando: fes lafuncién, /" la derivada de lafuncién, xo el valorinicial, tol la
toleranciaonivel de error, x, valor calculado enlaiteraciénactual.

Entrarf,x,, tol

Hacerx! =x,-f(x)/f'(x,)

Si|x,-x1| <tolentonces escribirx,
Fin
Encasocontrariohacerx,=x,eira2

PRI S e

2.2.4. Convergenciay Valor Inicial
Tenemos que ser conscientes que la convergencia no siempre va a suceder,
especialmente cuando el valor inicial es muy alejado a la raiz. Para que esto
ocurra, se tienen que dar una serie de condiciones sobre la funcién £, el punto
de partida x, o la raizx *. En concreto, distinguiremos 3 tipos de convergencia
(Aubanelletal.,, 1993):

- Local:Sedan condiciones sobrelaraizx*.
- Semilocal:Se dan condiciones sobre el punto de partidax,,
- Global:Sedan condiciones sobre unintervalo.

Existe una gran cantidad de publicaciones con diversos resultados de
convergencia para el método de Newton-Raphson (Bartle, 1976), (Garcia y
Nevot, 1997), (Diaz y Benitez, 1998). Una ventaja, sobre la eleccién del valor
inicial proximo o cercano a la raiz buscada, es que, en ciencias e ingenierias,
conocemos los procesos y podemos precisar con mas certeza dicho valor. La
manera de alcanzar la convergencia es seleccionar un valor inicial lo
suficientemente cercanoalaraizbuscada.

Se puede demostrar que el método de Newton-Raphson tiene convergencia
cuadratica: si “a” es la raiz, entonces (Diaz et al., 1998), (Kharab & Guenther,
2006), (Llorente & Pérez, 2007), (Neuhauser & Torres, 2011):

I.‘-L’iH]_—DCI = CII;{—DCIE (2.6)

Para una cierta constante (C), esto significa que si en algin momento el error
es menor o igual a 0.1, a cada nueva iteracién doblamos (aproximadamente)
el numero de decimales exactos. En la practica puede servir para hacer una
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estimacién aproximada del error. El error relativo entre dos aproximaciones
sucesivas es (Ortega & Rheinboldt, 2000), (Grau & Noguera, 2001):
lxgyy — gl
F=(C——* % 2.7)
I-“"-F{H.I

De esta forma, se toma el error relativo como si la tltima aproximacion fuera el
valor exacto. Se detiene el proceso iterativo cuando este error relativo es
aproximadamente menor que una cantidad preestablecida.

2.3. EstudiodeCasos

Se presenta, a continuacion, un conjunto de casos seleccionados en los que se
pretende exponer la metodologia adoptada para la solucién de problemas en las
ciencias e ingenieria, relacionados a la soluciéon de las ecuaciones no lineales. Se
expondra la formulacién fisica, matematica y la solucion numérica haciendo uso de
herramientas computacionales (Excely MATLAB).

2.3.1. Ecuacionde Estado de Van der Waals
Formulacién del caso:
La ecuacién de estado de Van der Waals (Duque-Vega & Gracia-Fadrique,
2015) paraungasreal quedarepresentadasegun:

o
e

(P+—) W —b)=FT (2:8)
Donde:
p:Presibndelgasenatm.
T:Temperaturaen°K.
R:Constante universal de los gases equivalente a0.08205 atm-L/gmol-°K.
V:Volumen molardelgasenL/gmol,y
a, b: Constantes particulares paralos gases.

Calcular el volumen molar " a 80 °C para una presién p=10 atm, para el gas
CO,, cuyas constantes a=3.599y b=0.04267.

Solucidn:
La ecuacién para un gas real, al multiplicarla por V° y reordenando sus
términos se obtiene:

PV — (Pb+RT)V® +aV —ab =0 (2.9)

De esta manera la ecuacién anterior es no lineal de la forma f{7)=0, la cual
puede ser resuelta usando los métodos de punto fijo, Newton-Raphson,
secante, posicién falsa, biseccion, etc. En este caso, usaremos el algoritmo de
Newton-Raphsondonde Frepresentalafuncion.
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A continuacién, procedemos a efectuar el cdlculo de su derivada D a partirde F.

F=PV® — (Pb+RT)V +aV — ab (2.10)
D =3PV2 —2(Pb +RTW +a (2.11)

Una vez obtenida la funcién de estado reordenaday su respectiva derivada, el
algoritmo de Newton-Raphson puede ser escrito de la siguiente manera:

o Fw)
Vi, =V, — (_D(l{]J (2.12)

A continuacién, establecemos una formulacién en hoja de calculo Excel para
resolver el proceso iterativo hasta lograr el valor ' deseado a un nivel de error
preestablecido. Es importante imponer el valor inicial para el inicio del
proceso iterativo, por lo tanto, podemos fijar como punto de partida Fo=RT/p,
es decir, valores conocidos R de la constante de los gases, T'latemperaturay p
lapresién.

A B C D E F
1 Datos de Entrada
2 P= 10 atm
3 T= 353.2 °K
4 R= 0.08205 atm-L/gmol-°K
5 a= 3.59900
6 b= 0.04267
7 Funcion y Derivada
8 F =PV (Pb+RT)V*+aV-ab
9 D =3PV2-2(Pb+RT)V+a

10 Vi+l =Vi- F(Vi)/D(Vi)
11 Valores Iniciales

12 Vo =RT/P= 2.89801 Error = 0.00001

13 Solucion Usando Newton Raphson

14| i Vi F(Vi) D{Vi) F(Vi)/D(Vi) Vitl
15 0 2.89801 6.69274 85.11023 0.07864 2.81937
16 1 2.81937 0.35090 76.24733 0.00460 2.81477
17 2 2.81477 0.00117 75.74012 0.00002 2.81475
18 3 2.81475 0.00000 75.73842 0.00000 2.81475
19 4 2.81475 0.00000 75.73842 0.00000 2.81475

W4 M| 10 ¥

Figura 2.3.
Solucién en hoja de cdlculo Excel para la ecuacion de estado de Van der Waals

Asimismo, mostramos la formulacién Excel haciendo referencia al contenido
de las celdas; es decir, se pueden observar las férmulas ingresadas para lograr,
luego de 5 iteraciones, el valor requerido. De esta forma podemos concluir

33
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que el valordel volumen molarde CO2, V'parauna presién de 10atmy 80°Cde
temperatura es de 2.81475 L/gmol. Cabe destacar que, solo cambiando los
contenidos de las celdas B2 a B6, podemos hacer célculos adicionales
variando presion, temperatura o tipo de gas.

A B c D £ F
1 Datos
2 P=10 atm
3| T==30+2732 °K
4 R=0.08205 atm-L/gmol-*k
5| a=3.599
6| b=004267
7 Funcic
] F = PV (Pb+RT) ¥ +aV-ab
E] D =3PV-2(Pb+RT)V+a
10 Vil =Vi-F{Vi)/D(Vi)
11 valor¢
12 Vo =RT/P= =+B47B3/B2 Error = 0.00001
13 Soluci
1| i vi Fvi) D(Vi) FVi)/D(vi)  vis
150 =12 =+$BS27B1543-($BS2"3BS6+3BS4 $BS3) "B15 2+ $BS57B15-$BS5"SBS6 | =37(SBS27B15°2)-27($BS2"SBS6+$BSA"SBS3)"BISHSBSS  =+CIS/D1S =+B1S-ELS
161 =tF15 =+$B52*B16"3-(SBS2*SBSG+5B M SBS3)*B16"2+5BS5 B6-SBSS*5BS6  {=3*(SBS2*B16"2)-2*(SBS2*IBI6+9BSA*SB93)*BI6+SBSS  =+C16/D16 =+B16-EL6
172 =16 =+3B527B1743-(SBS27SBS6+3BS4 SBS3) TB17 2+ $BSS BIT-SBSSTSBSE =37 (SBS2"B1772)-27(SBS2 SBS6+$BSATSBS3) "BITHSBSS  =+C17/D17 =+B17-EL7
183 =17 =+$B$2"B18%3-($BS: $BS2)"B1872+$B35°B18-SBS5"$BS6 | =37($BS27B1812)-27($BS2"IBS6+$BS4SBS2)"BIB+$BSS  =+C18/D18 =+B18-E18
194 =18 =+3B527B1943-(SBS27SBS6+3B 54 SBS3) TB19 2+ $BSS B19-SBSSTSBSE =37 (SBS2"B19A2)-27(SBS27SBS6+SBSATSBS3)"BIHSBSS  =+C19/D19 =+BIS-ELS

Figura 2.4.

Formulacion en hoja de cdlculo Excel para la ecuacion de estado de Van der Waals

A continuacion, planteamos una solucién diferente, establecemos un cédigo
computacional en MATLAB, para la solucion del algoritmo de Newton-
Raphson paralaecuaciéon de estadoVan derWaals.

clc, clear;

%$Datos de entrada

P=10;

T=353.2;

R=0.08205;

a=3.599;

b=0.04267;

$Error asignado para proceso de célculo e iniciacién
E=0.0001;

V=R*T/P;

d=0.01;

while abs (d)>E

F=P*V"3- (P*b+R*T) *V*"2+a*V-a*b;
D=2*P*V~2-2% (P*b+R*T) *V+a;
d=F/D;

V1=vV-d;

v=V1;

end

Volumen=V
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Este programa, codificado en MATLAB, arroja como resultado:
Volumen = 2.8147. En la siguiente figura se muestra una grafica del proceso
iterativo hasta la convergencia haciala solucién.

B Editor - E\3. CURSOS UNIVERSIDADES\3.1. CURSOS UNJBG\METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA\2, ECUACIONES NO LINEALESy REGRESION\ECU... ® x

2 | colebrookm 3| m 3 | cranknicholson.m 3¢ | hidraulicam % | HIDRODRAT.m 5 | Principalm 3¢| problemal.m 3¢ | +
1 - cle, clear; ~
2 tDatos de entrada m
a - P=10;

4 - T=353.2;

5 = R=0.08205;

€ - a=3.599;

7 - b=0.042€7;

B - E=0.0001;

s de lcul e iniciacion

10 - V=R*I/P;

1 - d=0.01;

12 = while abs(d)>E
13 - F=P*V*3~ (P*L+R*T) *V~2+4a*V-a'b;

14 - D=24pAU~2=2& (P4B4R*T) *V4a;

15 - d=F/D;

16 - V1=V-d; M
17 - v=vli;

18 - end
15 - Volumen=V |
20 V‘

| Command Window @]

‘(D New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. x

Volumen =
2.8147
fx >>
Figura 2.5.
Resultados MATLAB para la ecuacion de estado de Van der Waals
2.91000
2.90000
2.89000
2.88000
= 2.87000
=)
- 2.86000
w
& 2.85000
)
< 2.84000
2.83000
2.82000
2.81000
2.80000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

NUMERO DE ITERACIONES

Figura 2.6.
Resultado grdfico del proceso iterativo de la ecuacion de estado de Van der Waals
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2.3.2. Determinacion del pH de un Acido Monoprético

Formulacién del caso:
En la determinacion del pH de un acido monoprético se llega a la siguiente
ecuacion:

. [H+] = all W 2
AT 7E R oy Y (2.13)
KI:

Con volumenes V,=10 mL, V,=3 mL, concentraciones C,=C,=0,1M, y
constantes de equilibrio K, =102, K =10".Se quiere determinar el pH de este
acido. Ayuda para no-quimicos: pH = — log([H]). [H'] es la incognita (puede
sustituirse por”H"paraemplear una notacién mas familiar).

Empleando el método de Newton-Raphson con [H'], = 0.001, como valor
inicial, calcularel valor pH.

Solucion:
_ Vb +1_ Kwe  _Va 1 214
F_V=+V'r_- Cp +[H7] [+ 1+ Ca L ( )
g
Ky | 1/K,
D=1 - C _
+[H+]-+1{: +0 % [HAYV (2.15)
1+7% ]
e

La formulacion en hoja de calculo Excel permite resolver el proceso iterativo
hastalograr el valor Hideseado a un nivel de error preestablecido.

A B C D E F
1 Datos de Entrada
2 Va= 10 mL
3 Vb= 3 mL
4 | Ca=Cb 0.10000 M
5 Ka= 1.00E-03
6 Kw= 1.00E-14
7 | Hi+l = Hi- F(Hi)/D{Hi)
8 Valores Iniciales
9 Ho= 0.001 Error = 0.00001
10 Solucion Usando Newton Raphson
1M i Hi F(Hi) D(Hi) F(Hi)/D(Hi) Hi+l
12 0 0.00100 -0.01438 20.23077 -0.00071 0.001711
13 1 0.00171 -0.00359 11.46620 -0.00031 0.002024
14 2 0.00202 -0.00034 9.41305 -0.00004 0.002060
15 3 0.00206 0.00000 9.21641 0.00000 0.002060
16 4 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
17 5 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
18 6 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
19 7 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
20 8 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
21 9 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060
22 10 0.00206 0.00000 9.21434 0.00000 0.002060

Figura 2.7.
Solucién Excel para la determinacion del pH de un dcido monoprético
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LaformulaciéondelaceldaCl12alaF12sedescribeacontinuacion:

Cl2: +($BS$3/($SB$2+$B$3) ) *$BS4+B12~- ($BS6/B12) —.. .
......... (SBS2*$BS4/ ($BS2+5B$3) ) * (1/ (1+(B12/$BS5))))

D12: =1+ ($BS$6/B1272)+ (($B$2/ ($SBS$2+$B$3) ) *$BS4) * ((1/$B$5) / (1+B12/$B$5) *2)

E12: =+Cl2/D12
F12: =+B12-E12

De esta manera obtenemos pH=-10g(0.002060)=2.69. En la siguiente figura se
observaunagréficadel procesoiterativo hasta la convergencia.

0.0030

0.0025

0.0020

0.0015

0.0010

Valores calculados Hi

0.0005

0.0000
0 1 2 3 4

5 6

Numero de iteraciones

Figura 2.8.

Resultado grdfico del proceso iterativo para la determinacion del pH de un dcido monopratico

10

Asimismo, planteamos una solucién con cédigo computacional en MATLAB,

paralasolucién del algoritmo de Newton

clc, clear;

$Datos de entrada

Va=10;

Vb=3;

Ca=0.10000;

Cb=Ca;

Ka=1.00E-03;

Kw=1.00E-14;

E=0.00001;

$Proceso de cédlculo e iniciacidn
H=0.001;

d=0.01;

while abs (d) >E

F=(Vb/ (Va+Vb))

-Raphson.

* C b + H

(

Kw / H
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(Va/ (Va+Vb) ) *Ca* (1/ (1+ (H/Ka))) ;

D=1+ (Kw/H"2)+ (Va/ (Va+Vb) ) *Ca* (1/Ka)/ (1+ (H/Ka)) "2;
d=F/D;

H1=H-d;

H=H1;

end

Hidrogeno=H;

pH=-10g10 (H)

El programa codificado en MATLAB arroja como resultado: pH=2.6861.

[57 Editor - EA3. CURSOS UNIVERSIDADES\3.1. CURSOS UNIBG\METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA\D. ECUACIONES NO LINEALES y REGRESION\ECUACIONES NO LINEALES\problemat.m ® x|
42 [ colebrookm | probl =] m | hidraulicam | HIDRODRATm > | Principalm | problemalm | problemalo.m 3 | +
1 cle, cleams -
2 tDates Qe entrada
a-  Va=lo;
1 ve=s:
5 - Ga=0.10000;
€ oueca;
7 - Ka=l.00E-03;
8- Ee=l.00E-14;
s - E=0.00001;
0 tProcese ds calculo e iniciacien
u- me0.001r
12 - as0.01
13 - Bwnile abs(d)>E
11 - | F=(Vb/ (VatVb) ) *CHHH- (Ka/H) — (Va/ (VatVb) ) *Car (1/ (L+{H/Ka) ) ) 5
15 - | D=Lt (Rw/HO2) +(Va/ (VabUb) ) *Ga* (1/Ka) / (1+ (H/Ka) ) 227
[T P
- | meras -
10 - | meEL
15 - lena
20 - Hidrogeno=H:
;- pE=-loglowd)

pH =

2_es€1

Figura 2.9.
Resultados MATLAB para la determinacioén del pH de un dcido monoprético

Factorde Friccion en Tuberias

Formulacién del caso:

Para el calculo de las pérdidas por friccion en tuberias es mejor el empleo del
método de solucién del gradiente junto a las ecuaciones de Darcy-Weisbach y
Colebrook-White, en vez del empleo de la ecuaciéon de Hazen Williams y su
respectivo coeficiente de rugosidad. El valor de rugosidad absoluta
consideradaesde 1.5x 10®my viscosidad del fluidode 1.14x 10°® m?/s.

La expresion para el célculo de pérdidas de carga en tuberias a presién y su
respectivo factor defriccion f, se estable enlas siguientes ecuaciones.

-5 (e

L ( s . 2.51]
— = —2logy, [——
JF " \3.7D " Re [T

(2.16)

(2.17)
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Esta ecuacién se conoce como “ecuaciéon de Darcy-Weisbach” y permite
calcular las pérdidas de carga por friccidon, donde fes el factor de fricciéon, L la
longitud de la tuberia, D el didametroy Q el caudal. Para el cdlculo del factor de
friccion (f) entuberias lisas o rugosas en régimen turbulento; es decir, nimero
de Reynolds mayor a 4000, se utilizara la ecuacion de Colebrook-White, donde
eeslarugosidad absoluta del material del que esta fabricada la tuberia (Pino et
al.,2017).

Empleando el método de Newton-Raphson con f, = 0.01, como valor inicial,
calcularel valor delfactor defriccionf.

Solucién:
= g7+ 2os 55 +7) @1
(2.19)
D:_E(L)g - 5.02
: "Il? [n(10) Re (ﬁ{—%)

La formulacion en hoja de calculo Excel permite resolver el proceso iterativo
hastalograr el valor fi deseado a un nivel de error preestablecido.

A B @ D E F
1 |Datos de Entrada
2 Re= 308405
3 e= 0.000001522 m
4 D= 0.15220 m
5 fia =fi- F(f})/D(f})
6 Valores Iniciales
7 fo= 0.001 Error = 0.00001
8 |Solucion Usando Newton Raphson
9 i f; F(f) D(f}) F(f;)/D(f3) fin
10 0 0.00100 24.45296 -16241.16949 -0.00151 0.002506
11 1 0.00251 12.41409 -4157.05514 -0.00299 0.005492
12 2 0.00549 5.59646 -1305.71595 -0.00429 0.009778
13 3 0.00978 1.97180 -560.12720 -0.00352 0.013298
14 4 0.01330 0.40161 -357.49807 -0.00112 0.014422
15 5 0.01442 0.02312 -317.65893 -0.00007 0.014494
16 6 0.01449 0.00008 -315.33852 0.00000 0.014495
17 7 0.01449 0.00000 -315.33002 0.00000 0.014495
18 8 0.01449 0.00000 -315.33002 0.00000 0.014495
19 9 0.01449 0.00000 -315.33002 0.00000 0.014495
20| 10 0.01449 0.00000 -315.33002 0.00000 0.014495

Figura 2.10.

Solucién Excel para la determinacion del factor de friccién f
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De esta manera obtenemos el factor de friccién f/=0.014495. En la siguiente
figura se observa el proceso iterativo hasta conseguir la convergencia hacia la
solucién.LaformulaciondelasceldasC10aF10es:

C10: (1/B1070.5)+2*LOG10 ((2.51/ ($B$2*B1070.5) ) +SBS3/ (3.7*$B%4))
D10: :—0.5*((1/1310 0.5)" 3) (1+(2*2.51/ ((LN(10)) *$SBS2* ...
......... ((2.51/($BS2*B1070.5) )+ (SBS3/(3.7*SBS4))))))

E10: =+C10/D10

F10: =+B10-E10

0.0200

0.0150

0.0100

0.0050

Valores calculados fi

0.0000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de iteraciones

Figura 2.11.
Resultado grdfico del proceso iterativo para la determinacion del factor de friccion f

De la misma manera, establecemos un cédigo computacional en MATLAB
para la solucién del algoritmo de Newton-Raphson para determinar el factor
defricciéon delaecuacion Colebrook-White.

clc, clear;

%$Datos de entrada

Re=308405;

e=0.000001522;

D=0.15220;

E=0.00001;

%$Proceso de cédlculo e iniciacidn

£f=0.001;

d=0.01;

while abs (d)>E

=(1/£70.5)+2*10gl0((2.51/ (Re*f"0.5))+e/ (3.7*D)) ;

D = _
0.5* ((1/£70.5)"3) * (1+(2*2.51/ ((1log (10) ) *Re* ((2.51/ (Re*£"0.5) ) +(e/ (3.7*
D))))));:

d=F/D;



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

fl=f-d;
f=£f1;

end
Friccion=f

B Editor - E\4. PROYECTOS DE INVESTIGACION\2018 PUBLICACIONES Y EVENTOS\Libro Metodos Numericos\Caso 3 Factor de friccion\problema3.m

+4 | canknicholson.m hidraulicam > | HIDRODRAT.m Principal.m P 1.m p am x| p 2m X| +
2l = ele, clear; o™

10 - while abs(d)>E

i1 - F=(1/£70.5)+2%1ogl0((2.51/(Re*£~0.5))+e/(3.7*D));

iz - D=-0.5*((1/£°0.5)"3)*(1+(2*2.51/((1og(10)) *Re* ((2.51/ (Re*£~0.5) ) +(e/(3.7*D))))));

12 - d=F/D;

14 - fl=£-d;

s = £=£1;

16 - end

17 - Friccion=e|

18 v

Command Window X

@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. X
Friccion =
0.0144
fx =
Figura 2.12.

Resultados MATLAB para la determinacion del factor de friccioén f

Datacion Paleontolégica

Formulacién del caso:

En una muestra de suelo se pretende datar la aparicién de ciertos organismos
fésiles. Se conoce la cantidad de un cierto is6topo p, habitualmente C14,
inicialmente presente antes de que el organismo falleciera, siendo la cantidad
inicial Ng“ .A partir de ese momento comienza la desintegracién isotopica,
con una tasa marcada por la constante de desintegracion A. Si la cantidad
medida de C14 en el momento actual es N“"(ta), la ecuacién que rige la
concentracién en moles del C14 para un aporte externo es:

F(E) = N4(q) — NF4 g3t 4 ;—’{E—Ar _1) (2.20)
Donde paraelisotopo C14: 4 = 0.00012378 moles/afio, y U = 10~®*moles/afio

Sabiendo que N“"(7a)=0.0001 molesy N§** = 1mol ;Cuél sera laedad del
fésilhallado?

Solucién:

En primer lugar, debemos establecer la forma de la funcién y su respectiva
derivada parala concentracion de moles del C14 por aportes externos, siendo
esta:

41
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o
F(£) = N®4(tq) — Nf“4e™ + E{E_M —1)=0

I
D(t) = ANflg=1r 7 (re=) =0

(2.21)

(2.22)

La formulacion en hoja de calculo Excel permite resolver el proceso iterativo
de Newton-Raphson, hasta lograr el valor #i deseado a un nivel de error
preestablecido. Se muestran 10iteraciones.

A B C
1 |Datos de Entrada
2 A= 0.00012378 moles/afio
3 u=  0.00000001 moles/afio
4| N™ta)= 0.00010 moles
5 N = 1.00000 moles
6 ey =t - F()/D(t)
7 |Valores Iniciales
8 t,= 50000.000

9 |Solucion Usando Newton Raphson

10 i Y Flt;)

1 0 50000.00000  -0.00204
12 1 58003.37103  -0.00074
13 2 65879.02931  -0.00027
14 3 73419.45581  -0.00009
15 4 80129.54410  -0.00003
16 5 85068.52544  -0.00001
17 6 87362.15096  0.00000
18 7 87757.23682  0.00000
19 8 87767.36077  0.00000
20 9 87767.37078  0.00000
21 10 87767.37078  0.00000

Error = 0.00001

D(t;)
0.000000255
0.000000095
0.000000036
0.000000014
0.000000006
0.000000003
0.000000003
0.000000002
0.000000002
0.000000002
0.000000002

Figura 2.13.

F(t;)/D(t:)
-8003.37103
-7875.65829
-7540.42650
-6710.08829
-4938.98134
-2293.62552

-395.08586
-10.12395

-0.01001

0.00000

0.00000

Solucidn Excel para la datacién paleontolégica

tia
58003.37
65879.03
73419.46
80129.54
85068.53
87362.15
87757.24
87767.36
87767.37
87767.37
87767.37

Con esta formulacion obtenemos la edad del fésil hallado /=87 767.37 anos.
En la siguiente figura se observa el proceso iterativo hasta la convergencia
hacialasolucién. LaformulaciondelasceldasC11aF11es:

Cll: =+$B$4-$BS$5*2.7173" (-SBS2*B11) + ($SB$3/SBS2) * (-142.7173" (-S$BS2*B11) )
D11: =+$B$2*SBS$5*2.7173" (=$BS$2*B11) — ($B$3/$BS2) * ($BS2*2.7173" (-$BS$2*B11) )

E11l: =+C11/D11
F11l: =+B11-E11
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100000.0000

90000.0000

80000.0000

70000.0000

60000.0000

50000.0000

Valores calculados ti

40000.0000
30000.0000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de iteraciones

Figura 2.14.
Resultado grdfico del proceso iterativo para la ecuacion de la datacién paleontoldgica

Asimismo, establecemos un cédigo computacional en MATLAB para la
solucion del algoritmo de Newton-Raphson para determinar la edad del fosil
hallado (Figura 2.15.).

clc, clear;
%$Datos de entrada

1=0.00012378; $moles/afno
v=0.00000001; $moles/arfno
Na=0.00010; %$moles NC14 (ta)
No=1.00000; %$moles NoCl4
E=0.00001;

$Proceso de calculo e iniciacidn
t=50000;

d=0.01;

while abs (d)>E

F=+Na-No* (exp (1)) " (=1*t)+(v/1) * (-1+ (exp (1))~ (-1*t));
D=1*No* (exp (1)) " (-1*t) - (v/1)* (1* (exp (1)) " (-1*t));
d=F/D;

tl=t-d;

t=tl;

end

Edad Fosil=t
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l Editor - E:\4. PROYECTOS DE INVESTIGACION\2018 PUBLICACIONES Y EVENTOS\Libro Metodos Numericos\Caso 4 Datacion paleontologica\problema... @ X
#5 | hidraulicam ¢ | HIDRODRAT.m > | Principalm ¢ | p 1.m P m P 2.m p m |+

@=0.01;

1 - while abs(d)>E
12 - F=+Na-No* (exp(1l))~ (=1*t)+(v/1) *(-1+(exp (1))~ (=1*c));
12 - D=1*No* (exp (1)) (=1*t)=(v/1) *(1* (exp (1))~ (-1%Et)),;
14 - a=F/D;
s - tl=t-d;
1€ - t=tl;
17 - end
18 - Edad_Fosilst
19
20 e
Command Window ®
@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. x
Edad_Fosil =
B8.773€e+04
fx >

Figura 2.15.
Resultados MATLAB para la determinacion de la edad del fésil

2.3.5. Estudiode Poblacion
Formulacién del caso:
Muchos campos de la ingenieria requieren estimaciones exactas de la
poblacion; por ejemplo, los ingenieros de transporte o geotécnicos de vias y
pavimentos pueden considerar necesario determinar por separado la
tendencia del crecimiento demogréfico de una ciudad y de los suburbios
adyacentes, si la poblacién del area urbana disminuye y la suburbana crece
coneltiempo, segun:

*FL&] =HJ_mr:xE_kur + Py min (2.23)
B max (2.24)

14 [ﬂ.mx/ﬂ' B 1] g—Fst

Donde P,,.. P, K, son parametros obtenidos en forma
empirica. Determine el tiempo y los valores correspondiente a P,(2) y P,(?)
cuandolapoblaciénenlaciudad sea el 20 % mayor que la suburbana.

Pt) =

P

u,min?

K, P

s,max?

Los valores de los parametros son:
P,,.=100000

P_(u,min) =75 000 personas

K =0.05/afo
P,,.=250000personas

P =5000personas

K=0.075/afo
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Solucién:
Para empezar, debemos establecer la forma de la funcién y su respectiva
derivada:

. B
F(O) = B = L2B(0) = By e 4 o By gy = 1.2 |[—— 2 (2.25)
1+ [s max | ]g‘;i.-.-f
/B -1

[ks {F:s rr.,cx}: g st/ ] (2.26)
Dit) = _kuﬁgrr,crg_k“r+"'.—1.2 -

Utilizamos la hoja de célculo Excel para resolver el proceso iterativo de
Newton-Raphson hasta lograr el valor ¢ti deseado a un nivel de error
preestablecido.Se muestran 10iteraciones.

A B C D E F
1 |Datos de Entrada
2 Py max 100000 personas
3 Py, mim 75000 personas
4 Ky 0.050 /afio
5 Pe max 250000 personas
6 P, 5000 personas
7 [ 0.075 /afio
8 ti =t - F(t)/D(t)
9 |Valores Iniciales
10 to= 20 Error = 0.00001
11 |Solucion Usando Newton Raphson
12 i t F(t) D(t;) F(t)/D(t}) tia
13 0 20 87114 -3537.721183738 -24.62442 44.62
14 1 44.62442 -22951 -5735.362595622 4.00159 40.62
15 2 40.62283 -738 -5346.305666185 0.13808 40.48
16 3 40.48475 -1 -5330.987297942 0.00020 40.48
17 4 40.48455 0 -5330.965245354 0.00000 40.48
18 5 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
19 6 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
20 7 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
21 8 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
22 9 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
23 10 40.48455 0 -5330.965245308 0.00000 40.48
Figura 2.16.

Solucién Excel para la determinacién del tiempo de la funcién combinada de la poblacién
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Con esta formulacién obtenemos un tiempo de =40.48 afnos. En la siguiente
figura se observa el proceso iterativo hasta la convergencia hacia la solucion.
LaformulaciéndelasceldasC13aF13es:

Cl3: =+S$BS2*EXP (1) " (-$BS$S4*B13)+$B$3-1.2*%SBS5/ (1+ (SBS5/ ($BS6-1)) *
EXP (1)~ (-$BS$7*B13))

D13: =—$BS4*$SBS2*EXP (1)~ (-$BS4*B13)-1.2* ( (SBS5*$BS5/ ($BS6-1)) *
SBST*EXP (1) " (=$SBS$7*B13) )/ ((1+(S$SBS5/ ($BS$S6-1)) *EXP (1) "
(-$SBS7*B13))"2)

E13: =+C13/D13

F13: =+B13-E13

50.00

40.00

30.00

Valores calculados ti

20.00
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de iteraciones

Figura 2.17.
Resultado grdfico del proceso iterativo para la ecuacion combinada de la poblacion

Asimismo, establecemos un cédigo computacional en MATLAB para la
solucidn del algoritmo de Newton-Raphson para determinar el tiempo en la
funcién combinadadela poblacién.

clc, clear;
$Datos de entrada

Pumax=100000; %personas
Pumin=75000; spersonas
Ku=0.050; %/afo
Psmax=250000; %personas
Po=5000; %personas
Ks=0.075; %/afo
E=0.00001;

%$Proceso de célculo e iniciacién
t=20;
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d=0.01;

while abs (d)>E

F=Pumax*exp (1)~ (-Ku*t) +Pumin-1.2*Psmax/ (1+ (Psmax/ (Po-1) ) *exp (1) " (-

Ks*t));

D=-Ku*Pumax*exp (1) * (-Pumax*t) —=1.2* ( (Psmax*Psmax/ (Po-1) ) *Ks*exp (1) *. ..
(-Ks*t)) / ((1+ (Psmax/ (Po-1) ) *exp (1) ~ (-Ks*t) ) "2) ;

d=F/D;

tl=t-d;

t=tl;

end

Put=Pumax*exp (1)~ (-Ku*t) +Pumin; Pst=Psmax/ (1+ (Psmax/ (Po-1) ) *exp (1) " (-

Ks*t));

Tiempo anos=t,Poblacion area urbana=Put,

Poblacion area sub urbana=Pst

[ Editor - E:\d. PROYECTOS DE INVESTIGACION\2018 PUBLICACIONES Y EVENTOS\Libro Metodos Numericos\Caso 5 Poblacion urbana y suburbana\pro...
+6 | HIDRODRATm < | Principalm > | p Tlm | p im | p am | p m % p sm | +
1- cle, clear; = O
2 3Datos de entrada
a- Pumax=100000;  %p
a- Pumin=75000;
5 - Ku=0.050;
€ - Psmax=250000;
7 - Po=5000;
8 - Ks=0.075;
s - E=0.00001;
10 %Proceso de calculo e iniciacion
1 - ©=20;
1z - d=0.01;
12 - [Jwhile abs(d)>E
14 - F=Pumax*exp (1)~ (-Ku*t) +Pumin-1.2*Psmax/ (1+ (Psmax/ (Po-1) ) *exp (1)~ (-Ks*t));
1s - D=-Ku*Pumax*exp (1) ~ (~Pumax*t)-1.2+ ( (Psmax*Psmax/ (Po-1) ) *Ks*exp (1)~ (-Ks*z)) /. ..
1 ((1+(Psmax/(Po-1)) *exp(l)~ (-Ks*t))~2);
17 - a=F/D; —
18 - tl=t-d;
1 - t=tl;
20 - “end
21 - Put=Pumax*exp (1)~ (-Ku*t) +Pumin; Pst=Psmax/ (1+(Psmax/(Po-1)) *exp(l)~(-Ks*t));
22 - Tiempo_anos=t, Poblacion_area_urbana=Put, Poblacion_area_sub_urbana=Pst
22 v
Command Window [O]
(@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. X
a
Tiempo_anos =
40.484¢
Poblacion_area_urbana =
8.8210e+04
fx v

Figura 2.18.
Resultados MATLAB para la ecuacion combinada de la poblacion

2.3.6. Vertedero de Francis

Planteamiento del caso

En la hidraulica de canales abiertos, el empleo de vertederos es muy
frecuente. La siguiente formula es atribuida a Francis y se aplica a un vertedor
con contracciones.
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v vi
a-i MG MRV h=65- - Escotncy
291 A { Py v 3 ra

P : Es elumbral, B : Es &l ancho del canal de aproximacion.
o : Es el coeficiente de Coriclis. V), : Es I3 velocidad de aprosimacidn,

H: Eslacama. MGV : Movimiento Graduslmenle Vanado.

L : Eslalongitud del vertedero, MRV, : Movimiento Rapidamente Variada.

Figura 2.19.
Elementos caracteristicos de un vertedero rectangular en pared delgada

Q =3,33(B — 0,2H)(H*)H? (2.27)
Donde:
0 :Cantidad de agua que pasa por el vertedero en pie3/s.
B :Anchodel vertederoen pies.
H  :Cargasobrelacrestadel vertederoen pies.

Si se sabe que el ancho del vertedero B varia en funcién del caudal Q, calcule
los valores de H correspondientes a las parejas de valores By O con el método
de Newton-Raphson: (B,Q)=(3,12),(2,20),(4,13) y (5,30).

Solucidn:
En principio, debemos establecer la forma de la funcién y su respectiva
derivada:

F(H) =3.33BH -0666 H* —¢Q (2.28)
D(H) = 4995 B H™ — 1.665 H* (2.29)
A continuacién, elaboramos una formulacion en hoja de calculo Excel que

permite resolver el proceso iterativo de Newton-Raphson hasta lograr el valor
Hideseadoaun nivel de error preestablecido.
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A B C D E F
1 Datos de Entrada

2 B 3

3 Q 12

4 Hix = H; - F(H;)/D(H))
5 Valores Iniciales
6

7

8

Ho= 1.00 Error = 0.00001
Solucion Usando Newton Raphson
i H; F(H;) D(H;) F(H;)/D(H) Hiy
9 0 1.00000 -2.67600 13.32000 -0.20090 1.20090
10 1 1.20090 0.09444 14.23024 0.00664 1.19426
11 2 1.19426 0.00009 14.20294 0.00001 1.19426
12 3 1.19426 0.00000 14.20292 0.00000 1.19426
13 4 1.19426 0.00000 14.20292 0.00000 1.19426
14 5 1.19426 0.00000 14.20292 0.00000 1.19426
Figura 2.20.

Solucién Excel para la determinacion del valor H del vertedero Francis

LaformulaciéndelasceldasC9aF9es:

C9: =3.33*($BS$S2*B971.5)-0.666* (B9"2.5)-3SBS3
D9: =4.995* (SB$2*B970.5)-1.665*B9"1.5

E9: =+C9/D9

F9: =+B9-E9

1.30

1.20

1.10

1.00

Valores calculados Hi

0.90
0 1 2 3 4 5

Numero de iteraciones

Figura 2.21.
Resultado grdfico del proceso iterativo para el valor H del vertedero Francis

Paralos demas pares tenemos los siguientes resultados:

B 3 2 4 5
Q 12 20 13 30
H 1.1943 | 2.5278 | 1.0188 | 1.5451

Asimismo, establecemos un cédigo computacional en MATLAB para la
solucién del algoritmo para determinar H.
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clc, clear;

%$Datos de entrada

B=3;

0=12;

E=0.00001;
$Proceso de calculo e iniciacion
H=1;

d=0.01;

while abs (d)>E
F=3.33*(B*H"1.5)-0.666* (H"2.5)-0Q;
D=4.995* (B*H"0.5)-1.665*H"1.5;
d=F/D;

Hl=H-d;

H=H1;

end

Tirante H=H

+8

-

1

a-

.-

5 - E=0.00001;

€ %Proceso de calculo e iniciacion
7 - H=1;

8- d=0.01;

s - while abs(d)>E
10 - F=3.33* (B*H~1.5)-0.6€€* (H2.5)-Q;
un - D=4.955% (B*H~0.5)-1.€€65*H 1.5;
12 = d=F/D;
12 - Hl=H-d;
14 - H=H1;
s - end
16 - Tirante H=H —
17
18
1s
20
21
Command Window ®

@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started.

Tirante H =

1.1943

&=

Figura 2.22.
Resultados MATLAB para el tirante H del vertedero Francis

2.3.7. Flujo Uniforme en Canales
Formulacién del caso:
La ecuacion mostrada representa el flujo uniforme a lamina libre, que es
conocidacomo ecuacién de Manning, envirtud a su creador:

Q — EAR!;'HSL;'! (230)
T
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Donde Q es el caudal en m’/s, n el coeficiente de rugosidad de Manning
adimensional. 4 el &rea hidraulica en m?. R es el radio hidraulico (R=4/P) y Sla
pendiente longitudinal de fondo del canal.

Usar el método de Newton-Raphson para determinar el tirante de agua para
una seccion trapezoidal. Si se sabe que el caudal es 0=2.3 m*/s, ancho de
solera b=1.5m, taludz=1.5, rugosidad »=0.014y la pendiente §=0.0005.

Solucién:
En primer lugar, debemos establecer la forma de la funcién y su derivada. Por
lotanto, lafuncién atratarsera:

o @n - On : A5 on 4
F= AR — 1= 4R - si7) =5~ oi7) (231
.':.'4
D= E(SPT — 44L) (2.32)

Donde para una seccién trapezoidal se cumple: T=b+2%Z*h, L=(1+7Z)",

A=b*h+Z*h’y P=b+2*h*L

A continuacién, formulamos una hoja de calculo Excel para resolver el proceso
iterativo hasta lograr el valor "h" deseado. La siguiente hoja se muestra
haciendo referencia al contenido de las celdas; es decir, se pueden observar
lasféormulasingresadas paralograr el valor requerido.

A B C D E F G H
1 |Datos de Entrada
2 Q= 2.3 L= 1.80277564
3 = 1.5 K= 2.9861568
4 Z= 1.5
5 S= 0.0005
6 n= 0.014
7 Funcion y Derivada
8 F= A% Qn\°
o = (57)
10 D

=A4
b 53 (SPT — 44L)

12| hi+1 = hi-F(hi)/D(hi)
13 |Valores Iniciales

14 ho =b/2 0.75000 Error = 0.00001

15 |Solucion Usando Newton Raphson

16 i hi A (hi) P (hi) T (hi) F(hi) D(hi) F(hi)/D(hi) hi+1

17 0 0.75000 1.9688 4.2042 3.7500 -1.31278 13.06670 -0.10047 0.85047

18 1 0.85047 2.3606 4.5664 4.0514 0.52948 24.61640 0.02151 0.82896

19 2 0.82896 2.2742 4.4889 3.9869 0.03288 21.61334 0.00152 0.82744

20 3 0.82744 2.2681 4.4834 3.9823 0.00015 21.41308 0.00001 0.82743

21 4 0.82743 2.2681 4.4833 3.9823 0.00000 21.41214 0.00000 0.82743

22 5 0.82743 2.2681 4.4833 3.9823 0.00000 21.41214 0.00000 0.82743
Figura 2.23.

Solucién Excel para la determinacién del valor H de Manning
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LaformulaciondelasceldasC17al17es:

Cl7: =+$B$3*B17+$SBS$S4*B17"2

D17: =+$BS3+2*B17*SES2

E17: =+$B$3+2*$BS4*B17

F17: =+(C17"5/D17"2)-$ES$3

Gl7: =+(C177~4/D17"3) * (5*D17*E17-4*C1l7*SES$2)
H17: =+C17/D17

I17: =+B17-E17

0.90

0.80

Valores calculados hi

0.70
0 1 2 3 4 5

Numero de iteraciones

Figura 2.24.
Resultado grdfico del proceso iterativo para el valor H de Manning

Finalmente, podemos concluir que el valor del tirante de agua sera de 0.8274 m.
Ahora plantearemos una solucién usando un cédigo computacional en MATLAB.

%$Datos de entrada

Q=2.3;

b=1.5;

z=1.5;

n=0.014;

S5=0.0005;

$Proceso de calculo e iniciacion
h=b/2;

L=sqgrt (1+z"2);
K=(Q*n/ (570.5))"3;
E=0.00001;

d=0.01;

while abs (d)>E
A=b*h+z*h"2;
P=b+2*h*L;
T=b+2*z*h;

R=A/P;
f=(A"5/P"2)-K;
df=(A"4/P"3) * (5*P*T-4*A*L) ;
d=f/df;
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hl=h-d;
h=h1l;

end

Tirante h=h

B Editor - E\d. PROYECTOS DE INVESTIGACION\2018 PUBLICACIONES ¥ EVENTOS\Libro Metodos Numericos\Caso & Formula de Manning\problema.m

7 \' Principalm % | problemal | probl 3 | problema | problematm 0 | problemaS.m | problemabm < | problemaZm | problemagm | + |

$CALCULO DE TIRENTE NORMAL .

1 - Lesqrt (L+z°2);

- E=(Q'n/{570.5))°3;
12 - E=0.00001;
- d=0.017

1 - R=R/E;
- £=(R08/D02) K
21 = dES(AS4/B3)F(SARAT-44RMLY S
22 - | a=f/dE;
22 - | nl=n-d;
24 - | n=hl;
25 - end

26 - Tirante hsh

Figura 2.25.
Resultados MATLAB para el tirante H de Manning

Este programa codificado en MATLAB arroja como resultado:
h = 8.2743e-001=0.8274 m. Como ejercicio de uso de las herramientas de
MATLAB proponemos la siguiente solucién:

f=inline (' ((1.5*h+1.5*h"2)"5)/ ((1.5+2*h*sqrt (1+1.5"2))"2)
-(2.3*%0.014/sgrt (0.0005))"3");
y=fzero(f, 1)

Este programa codificado en MATLAB arroja como resultado:
y = 8.2743e-001=0.8274 m, similar al obtenido con el algoritmo Newton-
Raphsondesarrollado en MATLAB.

2.3.8. Deflexion de Vigas

Formulacién del caso:
La ecuacién mostrada describe el comportamiento de una viga uniforme
sometida a una carga distribuida linealmente creciente. La ecuacién para
calcularlacurvaresultantees:

W

y= m{_xs +20%x% — [42) (2.33)
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Usar el método de Newton-Raphson para determinar el punto de méxima
deflexion; es decir, el valor de x donde dy/dx=0. Usar L=450 cm, E=50 000
kN/cm?,7=30000cm*, w,=1.75kN/cm.

Solucidén:

En primer lugar, para determinar la maxima deflexion debemos plantear que
dy/dx=0, esto garantizaria que obtengamos un maximo, de tal forma que esa
primera derivadarepresente lafuncion F'y su derivadalafuncién D.

n’j d
- L 2_14) (234
F= dx dx(pugm{ —x% 4200 - L ]] 1?'UEIL{ 5x* 4 6L%x7 - L) )
dF  d [ w v,
Tdx - 2 (2.35)
D iy n’x(PEIEII.{ Sx* + 6L x - L ]) 17EIEI.E{ 20x? 4 120%%)

La siguiente hoja se muestra haciendo referencia al contenido de las celdas; es
decir, se pueden observar las férmulas ingresadas para lograr luego de 5
iteraciones el valorrequerido.

A B C D E F

1 |Datos de Entrada
2 L= 450 cm
3 E= 50000 kN/cm®
4 I= 30000 em*
5 wo= 1.75 kN/cm
6 K 2.16049E-14 wo/(120*E*I*L)
7 |Funcion y Derivada
8 F= 2,2 _ 14

120}31!.( 5x*% + 6L IA)]
9

W

10 D=—2 __(—20x% +121%x)

120EIL

12 Xi+1 = Xi- F(Xi)/D(Xi)
13 |Valores Iniciales

14 Xo =L/2= 225.0 Error = 0.00001

15 |Solucion Usando Newton Raphson

16 i Xi F(Xi) D(Xi) F(Xi)/D(Xi) Xi+l

17 0 225.00000 0.000166 0.000007 24.107143 200.89286

18 1 200.89286 -0.000002 0.000007 -0.353262 201.24612

19 2 201.24612 0.000000 0.000007 0.000001 201.24612

20 3 201.24612 0.000000 0.000007 0.000000 201.24612

21 4 201.24612 0.000000 0.000007 0.000000 201.24612

22

23 w,

24 | CALCULO DE Yy -0.11411 cm Y =T X T2 - 1)
Figura 2.26.

Solucién Excel para la determinacién del valor de la posicién de la flecha mdxima y el valor de esta.
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LaformulaciéondelasceldasC17aF17es:

Cl7: =(+$B$6* (=5*B17"4+6*$BS2"2*B17"2-$B$2"4))
D17: =+SB$6* (-20*B1773+12*$BS2"2*B17)

E17: =+C17/D17

F17: =+B17-E17

De esta forma podemos concluir que el valor de la maxima deflexién en laviga
serdde0.1141 cm hacia abajo.

228.00
226.00
224.00
222.00
220.00
218.00
216.00
214.00
212.00
210.00
208.00
206.00
204.00
202.00
200.00
198.00

0 1 2 3 4 5

Valores calculados Xi

Numero de iteraciones

Figura 2.27.
Resultado grdfico del proceso iterativo para el valor de la posicion de la flecha mdxima.

Ahora plantearemos una solucién estableciendo un cédigo computacional
en MATLAB paralasolucién del algoritmo.

clc, clear; %Datos de entrada
L=450;

E=50000;

I=30000;

wo=1.75;

K=wo/ (120*E*I*L) ;

E=0.0001;

$Proceso de calculo e iniciacidn
x=L/2; %$valor inicial

d=0.01;

while abs (d)>E

F=K* (=5*x"+6*L"2*x"2-1L"4) ;
D=K* (-20*x"3+12*L"2*x) ;

d=F/D;

x1=x-d;

x=x1;

end

X

Df=K* (-x"5+2*L"2*x"3-L"4*x) %$calcula la deflexidén madxima en x

calculado
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13 - while abs(d)>E

1 - F=K* (-5*x"4+€*L"2*x"2-L"4) ;

15 - D=K* (~20%x~3+12*L~2%x) ;

a6 - a=F/D;

7 - xl=x-d;

2 - w=xl;

15 - end|

20 - =

aal = DESK* (~x~5+2*L~2*x~3-L~4*x) %calcula la deflexion maxima en x calculado

- v
Command Window ®
@ New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. X

Figura 2.28.
Resultados MATLAB para la posicion de la flecha mdxima y el valor de esta.

Este programa codificado en MATLAB arroja como resultado:x=2.0125e+002,
Df=-1.1411e-001. Por otrolado, usando funciones de MATLAB:

clc, clear
f=inline ('-5*x"446*450"2*x"2-450"4") ;
x=fzero (£,150)

Obtenemos como resultado: x = 2.0125e+002=201.25 cm, lo que resulta un
procedimiento rdpidoy eficiente.

2.3.9. Vibracion Amortiguada
Formulacién del caso:
El desplazamiento de una estructura esta definido por la siguiente ecuacion
parauna vibracion amortiguada:

f(&) = 8e~¥ Cos (wt) (2.36)
Usar el método de Newton-Raphson para determinar el tiempo transcurrido
para que el desplazamiento disminuyaa4 con £=0.5y w=3.
Solucién:
Paralasoluciénrequerimoslafunciéon Fyladerivada D de estafuncion.
F=8e""Cos (wt)-4 (2.37)
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D = e " [-24 Sen(wt) — 4 Cos (wt)] (2.38)

La siguiente hoja Excel muestra el desarrollo del algoritmo de Newton-
Raphsonyuntotal de 6 iteraciones para conseguir la soluciéon buscada.

A B C D E F
Datos de Entrada

1

2 W 3
3 k 0.5
4 tw =t - F(t)/D(t)
5 |Valores Iniciales
6

7

8

t= 0.50 Error = 0.00001
Solucion Usando Newton Raphson
i % F(t)) D(t;) F(t;)/D(t;) tia
9 0 0.50000 -3.55928 -18.86476 0.18867 0.31133
10 1 0.31133 0.07136 -18.54996 -0.00385 0.31517
11 2 0.31517 -0.00014 -18.62207 0.00001 0.31517
12 3 0.31517 0.00000 -18.62193 0.00000 0.31517
13 4 0.31517 0.00000 -18.62193 0.00000 0.31517
14 5 0.31517 0.00000 -18.62193 0.00000 0.31517
Figura 2.29.

Solucién Excel para la determinacién del tiempo en el que se alcanza un desplazamiento de 4 unidades.
LaformulaciéondelasceldasC9aF9es:
C9: =(8* ((EXP (1)) " (-$SBS$S3*B9)) *COS ($B$2*B9) ) -4
D9: =((EXP (1))~ (-$B$3%B9))* (-24*SENO($BS2*B9) -
4*COS ($SB$2*B9))

E9: =+C9/D9
F9: =+B9-E9

De esta forma podemos concluir que el tiempo para obtener un
desplazamientodelaestructurade 4 unidades sera de0.31517 segundos.

0.45

0.35

Valores calculados ti

0.25
0 1 2 3 4 5

Numero de iteraciones

Figura 2.30.
Resultado grdfico del proceso iterativo para el valor del tiempo de desplazamiento.

57
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A continuacion, se muestra un cédigo computacional en MATLAB para la
solucién del algoritmo.

clc, clear;
%$Datos de entrada
w=3;

k=0.5;
E=0.00001;

%$Proceso de cidlculo e iniciacién

t=k;

d=0.01;

while abs (d)>E

F=(8*((exp (1)) " (-k*t)) *cos(w*t))-4;
D=((exp(l)) " (-k*t))*(-24*sin(w*t)-4*cos (w*t));
d=F/D;

tl=t-d;

t=tl;

end

Tiempo Desplazamiento=t

7 Editor - E\4. PROYECTOS DE INVESTIGACION\2018 PUBLICACIONES Y EVENTOS\Libro Metodos Numericos\Caso 10 Vibracion amortiguada\problema... @) x

| p .m p 5.m | p m | p 7.m p m p m p 10.m + |
= —
o

ale

e

€ so de calculo e iniciacion

7 - ek

LI d=0.01;

s - while abs(d)>E

0 - F=(8* ({exp (1))~ (-k*t)) *cos (w¥t) ) -4;

1 - D=(({exp(l))~(-k*t))*(-24*sin(w*t) -4*cos (w't));

12 - d=F/D;

12 = tl=t-d;

14 - t=tl;

15 - end

16 - Tiempo_Desplazamientost -
17

pL.]

1s

Command Window

@ New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. x

Tiempo_Desplazamiento =

0.3152

Figura 2.31.
Resultados MATLAB para el tiempo de desplazamiento establecido.

Este programa codificado en MATLAB arroja como resultado: #=0.3152.
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2.4. ProblemasPropuestos

- Problema propuesto 1: La energia libre de Gibb’s para una molécula de
hidrégeno atemperatura T'es:

G =—-RTIn[(T/Tp)*?] ]

Donde R = 8.31441, J/K es la constante del gas y 7,=4.44418 °K. Determine la
temperatura T'para G=-10°J

- Problema propuesto 2: Lavelocidad de caidade un paracaidista esta dada por:

_gm_ eim
v=" (1 e )’)

Donde g=9.8 m/s? para el paracaidista con un coeficiente de arrastre c= 14 kg/s,
calcule la masa (m) de este de tal forma que la velocidad sea de 35 m/s en t=7 s. Usar
método Newton-Raphson con un nivel de error Es=0.1 %. Es posible que la masa se
encuentre entre 50 y 100 Kg, utilizar estos valores como referencia para el valor
inicial.

- Problema propuesto 3: En la hidraulica de canales es frecuente calcular el tirante
critico del flujo con fines de andlisis y disefio. Si se sabe que el régimen critico en
canalestrapezoidales esta gobernado porlas siguientes ecuaciones:

A ’ czo 43
Funcien: £ ="2-2 Derivada: f1(y)=3-4° _%

T g T
Area: A=(b+z-y)y ; Espejo: T =b+2-z-y

Utilizando el Algoritmo de Newton-Raphson determinar el tirante critico "y" que se
encuentra implicito en las ecuaciones del régimen critico. Para el calculo iniciar con
y=1.0my utilizar los siguientes datos: caudal 0= 150.4 m*/s,ancho de base h=7.4my

taludz=3,donde Area (4) y Espejo (T) estanen funciénde:"y","b"y "z".

- Problema propuesto 4: Elfactor defriccion fde Darcy es utilizado para obtenerla
pérdida de carga en tuberias. Determinar este factor futilizando la ecuaciénimplicita
de Colebroock-White con una aproximacion de e, | < 0,001% . Para el calculo de f
utilizar los siguientes datos: caudal de agua O= 0.042 m*/s, rugosidad de tuberia de
PVC Ks=1.5x10°® m, didmetro d= 0.1524 m y viscosidad cinematica del agua

v=1.14x10°m?*/s.
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La ecuacion de Colebroock-White es:

L g | Ks o, 251
Jf “\371-d Re . [f

Adicionalmente Re=Numero de Reynolds (adimensional y constante) Re =

V.d
o

Laecuaciéndecontinuidad: QO = 4-V dondeA=4reay V'=velocidad delflujoenla
tuberia. Férmulas adicionales de la funcién y derivada de la formula de Colebroock-
White:

1
T

Sihacemos:
Ks 251x
x)=-2lo — 42 —-Xx
g(x) g10(3,71d Re
2,51
2 Re
' - _ _1
EO" 0| ks 25l
3 71d  Re

Algoritmo de Newton-Raphson:
Xigg =X — g(,Xi) i
g (xi) -1
- Problema propuesto 5: La ecuacién de Bernoulli para el flujo de fluidos en un
canal abierto con una pequena protuberancia dada dela siguiente manera:

Q? - Q?
2gb?h? +ho = 2gb?h? +h+H

Dénde O=1.2 m’/s, g=9.81 m/s>, b=1.8 m, h,=0.6 m, H=0.075 m y h=tirante aguas
abajo dela protuberancia. Usando Newton-Raphson, calcular %",

- Problema propuesto 6: La figura muestra el ciclo termodinamico de un motor. La
eficiencia de este motor paraungases:
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P

R T
Heating at Lsftgﬁginoil = In(G/T) —(1-T/h)
constant \‘rclumejl P L/ )+ 0-T/5)/ -1

P -

"I TVolume reduced T

by cooling y
v v

Donde T es la temperatura absoluta y y = 5/3. Encuentra la relaciéon 7/T, que dé
como resultado un 30 % de eficiencia.

- Problema propuesto 7: Una barra de aluminio W310x202 (brida ancha) esta
sujeta a una carga axial excéntrica P como se muestra en la figura. La tensién de
compresién maximaen la columna viene dada por la siguiente férmula:

£ ° ec L |6
P — — ——— — 1+« —P o =g|l+—sec| —,/—
= T e e r2 2rV E

Donde:

o = P/A = Esfuerzo promedio.

A= 25800mm?= Areadelasecciéntransversal.

e = 85mm = Excentricidad delacarga.

c¢= 170mm = Profundidad mediadelabarra.

r = 142mm = Radiode girodelaseccién transversal.
L=7100mm = Longituddelabarra.

E=71x10°Pa = Médulo de Elasticidad.

Determine la maxima carga P que la barra puede transportar si el esfuerzo maximo
no debe exceder 120x 10° Pa.






CAPITULOIII







Capitulo 1l

3.1. Generalidades
Las leyes fundamentales de la fisica, mecanica, electricidad, termodinamica y otros
estan basadas con frecuencia en observaciones experimentales que explican
variaciones en las propiedades fisicas y estados de los sistemas. Estas leyes, mas que
describir directamente el estado de los sistemas fisicos, se expresan en términos de los
cambios espaciales y temporales de las variables intervinientes (Chapra & Canale, 2005).

Es por ello que las ecuaciones diferenciales tienen importancia fundamental en las
aplicaciones de las ciencias e ingenieria, ya que numerosos procesos fisicos son
idealizados (o modelizados) matematicamente por estas ecuaciones. Tales ecuaciones
son a veces conocidas como ecuaciones de razon, ya que expresan la razén de cambio
de una variable como una funcion de las variables y parametros del problema.

Podemos citar como ejemplos de las leyes fundamentales que se escriben en
términos de larazén de cambio delasvariables:

- Segundaley de Newton del movimiento.

dv _ F (3.39)

dt  m
Dondeveslavelocidad, Feslafuerza,meslamasayzeltiempo.

- LeydelcalordeFourier.

dT
0=k (3.40)

Donde g es el flujo de calor, £’ es la conductividad térmica, T es la temperaturay x la
variable espacial.

- Leydedifusidn de Fick.

de (3.41)

T dx

.Iir:

Donde Jes el flujo masico, D es el coeficiente de difusion, c es la concentraciony x la
variable espacial.

- Leyde Faraday.
di (3.42)

ol = L—

= dt
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Donde 4V, es la caida de voltaje, L es la inductancia, i es la corriente y 7 la variable
temporal.

La mayoria de las ecuaciones diferenciales de importancia practica no se pueden
resolver mediante métodos analiticos de calculo, y es debido a esto que los métodos
numéricos han adquirido unaimportancia extraordinaria en todos los campos delas
ciencias e ingenieria, sobre todo a partir de la disponibilidad de computadoras que
soportan grandes volumenes de calculo.

UsodelasEDO enlas Ciencias eIngenieria

En la solucion de muchos problemas en las ciencias e ingenieria es comun
encontrarnos con ecuaciones diferenciales ordinarias, para las cuales existen
diversas técnicas que permiten hallar la solucion en términos de funciones
elementales o especiales (Chapra & Canale, 2005).

Al intentarse la solucion de estas ecuaciones, en algunas ocasiones, no es posible
resolverlas por medio de los métodos cldsicos por ser la solucion muy dificil de
obtener o tan dificil y laboriosa en su desarrollo que no justifican el esfuerzo
empleado en la resolucién. En estos casos la solucion numérica de las EDO queda
plenamente justificada. Por otro lado, la solucion numérica de las ecuaciones
diferenciales no dispensa la responsabilidad de formular correctamente el
problema, nisera la excusa para un andlisis del mismo mal formulado.

DefinicionesdelasEDO

Solo a manera de sintesis de lo estudiado en los cursos de matematica superior, se
enumera, a continuacién, un conjunto de definiciones acerca de las ecuaciones
diferenciales, su caracterizaciény solucion (Plaat, 1974).

- Ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales: Si en una ecuacién diferencial
hay una sola variable independiente, las derivadas son totales y la ecuacién se
denomina ordinaria. Por el contrario, si aparecen dos o mas variables
independientes, las derivadas seran parciales y la ecuacién sera diferencial
parcial.

- Orden de una ecuacion diferencial: Es la derivada de mayor orden que aparece
enlaecuacion.

- Ecuacion diferencial lineal: Una ecuacién diferencial es lineal si en ella no
aparecen potencias de la variable dependiente ni de sus derivadas ni
productos de la variable dependiente por sus derivadas o productos entre
derivadas. Una ecuacién diferencial ordinaria lineal es aquella que se ajusta a
laformageneral:

an(x,]-}r:-”:'— ....... +ayx |-y’ +ag(x)-y =f(x) (3.43)
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Donde "y(n)" es la n-ésima derivada de y con respecto "ax", y "a(x)"y "f(x)" son
funciones especificas de "x".

- Soluciéon de una ecuacion diferencial: Es cualquier relacion funcional que no
incluya derivadas o integrales de funciones desconocidas y que la verifique
idénticamente por sustitucion directa.

SoluciondeunaEDO

Para exponer el método de soluciéon de una EDO, ya sea de primer orden u orden
superior, disponemos de varios métodos, desde los clasicos métodos de Euler y
Heun hastalos métodos multipasos mas avanzados (Jorquera & Weston, 2014).

De esta manera presentaremos los métodos propuestos a la fecha, invocando a la
solucién de problemas de ciencias e ingenieria, utilizando herramientas como la
hoja de célculo Excely la programaciéon en MATLAB.

Para exponer los métodos de solucién numérica de estas ecuaciones
consideraremos una EDO de primer orden de laforma:

ay
J:r = d—i = f{x} J‘:] (344)

Delacual esfundamental expresar que se conoce una condicidn inicial:
yixs) =% (3.45)

En los casos en que se disponga de ecuaciones de segundo orden, estas pueden
reducirse a un sistema de ecuaciones simultaneas de primer orden del siguiente
modo:

Consideremos una EDO de segundo orden de la forma:

d y
rrr _— = :‘r I3 3.46
Y =S =0 (3.46)

Enlacual utilizando unadecuado cambio de variable podemos establecer:
' =f(z.y.x) (3.47)

La cual, evidentemente, ha sido transformada y representa una EDO de primer
orden.

ConvergenciadeunaEDO

Es habitual que en los métodos numéricos se busque garantizar la convergencia;
esta se alcanza con consistencia y estabilidad: Consistencia + Estabilidad =
Convergencia. Sin embargo, tanto al interpretar el concepto de estabilidad como el
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de convergencia, y hacer uso de este resultado, lo mismo que ocurre en el marco de
la solucién de las ecuaciones diferenciales, nos enfrentamos a genuinos problemas
de dimensioén infinita, y la eleccion que se hace de los pardmetros es fundamental.
Asi, estos tres conceptos han de ser manipulados en un mismo contexto una vez
establecidas con claridad las normas en las que trabajamos, lo cual, en realidad,
consiste en determinar el criterio o distancia en la que se va a comprobar la
convergenciadel método.

La consistencia del método numérico hace referencia a su coherencia a la hora de
aproximar la ecuacién diferencial (ED). Se trata simplemente de comprobar si el
esquema numérico utilizado es un esquema razonable para aproximar la ED en
cuestién o, si, por el contrario, corre el riesgo de aproximar a otra ED.

La estabilidad, por si sola, no basta para garantizar la convergencia del método. Es
preciso analizar su estabilidad. La propiedad de estabilidad consiste en asegurarse
que los esquemas discretos o semidiscretos, en su evolucion temporal (discreta o
continua), no amplifiquen los errores iniciales o, al menos, no lo hagan de manera
crecienteydescontroladaamedida que el tamafno del paso tiende a cero.

Métodos de Solucién NuméricadelasEDO
A continuacion, listaremos los métodos de solucién para las EDO.

3.6.1. Método de Euler ("Predictor")
En este primer método expondremos la deduccion del método en forma
detallada, paralo cual consideramos una EDO de primer orden de laforma:

(3.48)

I =ﬂ = ‘f{x .'-:I
¥ dx, i+ ¥

¥Yi
Fis1

Predicha
}Ermr

Verdadaro

=Y

Figura 3.1.
Procedimiento del método de Euler.

Denominemos y,,, al punto en que la recta tangente intercepta a la linea
vertical levantada del punto x,,,= x,+h, por tanto, podemos plantear la
ecuaciéndelarectatangente en el punto conocidoalacurvabuscada:
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y=¥%+¥3(x—x) (3.49)

Expresion en la cual y,’ corresponde a la primera derivada de la funcién.
Ademas, de acuerdo a la condicién inicial se tiene que: #=x,,, - x, Finalmente,
reemplazando en laecuacién delarecta, tenemos:

Wer =¥ Hhflxn) (3.50)

De esta manera podemos acotar que el valor de / es elegido a criterio del
calculista, con las consideraciones tedricas que representa su eleccion.

El procedimiento aseguir para su aplicacién es el siguiente:

- Primero: Consideremos_conocida una ecuacion diferencial de primer
ordendelaformay! = ﬂ_ = f(x;,v:),ademas de conocerun puntode
lacurva (x; ;). ai

- Segundo: Designemos conveniente una cierta longitud "4" entre los
valores puntualesadeterminarse alolargodel eje X.

- Tercero: Hallaremos el nuevo valorde "y", mediante la expresion:
¥ip1 = Vi + h.f(x;¥:), de este modo se habréa determinado el valor del
nuevo punto: (Xi+1,¥i+1), X1 = X; + 1 ypara ¥i+1 = ¥

- Cuarto: Repetimos el procedimiento hasta que el valor de x se estime
conveniente.

Pseudocédigo:

Euler(a. b N, a)

he{b—a)/N

t,—a

Yo

Pora i desde 1 hasta N hacer:
XX+ h

Yier =¥ H A= flxm)

Fin, parar

Mostrar (¢, v, ) (L ) e o ()
FIN

3.6.2. Método de Heun ("Predictor-Corrector")

Como ya hemos mencionado, la fuente fundamental de error en el método de
Euler es que la derivada de la funcién, al inicio del intervalo, se aplica a través
de toda la longitud del mismo. El método de Heun propone mejorar la
estimacién de la pendiente calculando las derivadas al comienzo y al final del
intervalo. Luego, estas derivadas se promedian para obtener una estimacién
mejorada de la pendiente para todo el intervalo. Este procedimiento se ilustra

enlaFigura3.2.



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

3.6.3.

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

VA
Pendiente = f(x;, 1, y°, 1) yAPendiente _ 06y + flxisa, Y1)

2

Pendiente =
(% y)

> ¥
AN
"

/ X; Xia1

X; Xiv 1
a) b)

Figura 3.2.
Procedimiento del método de Heun.

Considerando un punto Q de coordenadas (x:+1.¥:+1), respecto al de
referencia, la pendiente que pasa por estos puntos sera:

1 . }:‘ —_— };‘
Pendiente = - [flx;y) + flx; + by +hy)]l = = = (3.51)
2 Xier — Xj
Donde /=x,,, - x, entonces tendremos:
h
Yisi=»w+ ; [f{xll-'.ﬂ'] + f{xll+l.-'yl"+l)] (3'52)

Pseudocédigo:

Heun(a, b, N, )

he{(b—a)/N

t,—a

Yp

Para i desde 1 hasta N hacer:

T xi+h

Yary < ¥ + R/ 2)flxy) + Flxi¥e1))
Fin, parar

Mostrar (5. y, ). (2. e e (B )

FIN

Método de Runge-Kuttade 1.” Orden

El método de Heun, el del punto medio y la misma técnica de Euler son casos
particulares de una clase general de procedimientos de un solo paso; todos
ellos denominados métodos de Runge-Kutta. Esta afirmacién serd
demostrada enlosdesarrollos subsiguientes.

Los métodos de Runge-Kutta (RK) tienen la caracteristica de poseer
precisiones propias de desarrollos de Taylor, que incluyen términos de
derivadas de 6rdenes superiores a uno, sin requerir el calculo de las mismas.
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Si escribimos la ecuacion original del método de Euler en forma generalizada,
tendremos:

Y =% t ?:"[xuyyh}h (3.53)
Donde ¢ se la denomina funcion incremento, y puede ser interpretada como

una pendiente representativa sobre el intervalo. La funcidn incremento se
escribe engeneral como:

@ = ayk, +ag ks £+ oAy (3.54)
Donde'a, a,, .....a," son constantesy las kquedan representadas por:

k, = flxuy) (3.55)
ky = flxi+pohoyegukh)

ky = fOr;+ poo oy + ok b+ gk h)

ky = fOr;+ poo oy + ok h+ gk h)

kn = f[x,- o btk h gk h e g Ry h}

Finalmente, manteniendo la nomenclatura de los métodos de Eulery Heun, el
siguiente esquema para el primer método Runge-Kutta.
ky =hf(x,. }'{Il (3.56)

ke = hf(xo 450, ¥, + 5 K1)

1 1 1
ka = hfCr, #5 0, Yo + T +5K)
ks = hf{ri+ha Yo — k2 + 2k3)
Y=Y +E{kl + 4ky + ky)
Pseudocédigo:

Este pseudocéddigo es vélido para todos los métodos RK, haciendo la
sustitucién de ecuacionesrespectiva.

1.RK Proporcionar (f. x,. ¥, h.n)
2. I'mprimir x,¥,
3.Desdei=1lhastai=n
a.Calcular:

ky =hf(xoa}r‘{]
ko = hf(xo+5h. ¥y, + 5k

2
1 1 1
ks = hf(xo+5 R, Yo + 5 ks +5K)

ky = hf(xi-l-hs Yo — Kz + 2kg)
n=n +E{k1.+4'ka + k)

b.Hacer yo_vi: X=X, + I
c. I'mprimir x .y,
4. Terminar



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

3.6.4. Método de Runge-Kuttade 2.° Orden

En forma similar al primer método, establecemos el sistema de ecuaciones de
solucién para el segundo método:

ky = hf(ﬂfosj’la] N (3.57)
ko = hf(r +5h v +5 k)

o = hf (g +3h . 3y + 5 k)

k, = h_f{x{+ﬁ, o + k)

L=y + E{kl + 28, + 2k + K

3.6.5. Método de Runge-Kuttade 3.” Orden

3.6.6

Se puede hacer un desarrollo similar al método de segundo orden. Como
resultado de dicho desarrollo se llega a 6 ecuaciones con 8 incégnitas, por lo
que deben especificarse con antelacion los valores de 2 de ellas con el fin de
establecer todos los pardmetros restantes. Una version comun del método
Runge-Kutta de tercer ordenresultante es:

k= fla ) (3.58)
1 1

ke = flxi+5 R, 3 +5 hky)

ks = flxi+h, y; —koh + 2k h)

h
Y1 =M +E':k1. + ko + K3)

Puede observarse que, sila derivada de la funcién solucion depende solo de x,
este método de tercer orden se reduce alaregla de Simpson 1/3.Los métodos
de Runge-Kutta de tercer orden tienen errores locales y globales de O(44) y
O(h3), respectivamente, y dan resultados exactos cuando la funcion es una
funcion cubica o de menor orden. Si se trata de polinomios, la ecuacion
anterior dard también resultados exactos cuando la funcién solucién de la
ecuacién diferencial es de cuarto orden, debido a que la regla de Simpson 1/3
proporciona estimaciones exactas de laintegral de funciones cubicas.

. Método de Runge-Kuttade 4. Orden
De las versiones de los métodos de Runge-Kutta, el de cuarto orden es el mas
utilizado. Puede observarse que, si la derivada de la funcién soluciéon depende
solo de x, el método RK clasico de cuarto orden es similar a la regla de Simpson
1/3. También presenta alguna similitud con el método de Heun, en el sentido
que son desarrolladas estimaciones multiples de las pendientes en el punto
medio para, finalmente, combinadas con las obtenidas al inicio y final del
intervalo, obtener la pendiente promedio mejorada para el intervalo. En esta
version del método, como en las anteriores de distintos 6rdenes, cada una de las
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k, representa una pendiente. Luego, reemplazdndolas en la primera expresién,
se obtiene una pendiente media mejorada representativa del intervalo.

ky = flx;, yi] . (3.59)

ke = fCxit5ho 3 +5 Rk

2

Ky =f{x,-+£1,}‘.- + kg )
Vier =N +E(h + 2k + 2k; + ky)

1 1
ks = flri+ 3R 3 +5 hks)

3.6.7. Método de Runge-Kutta de Orden Superior
Si se requiere mayor exactitud en las estimaciones, es recomendable utilizar
alguno de los métodos de Runge-Kutta de quinto orden. Entre estos se
destaca el método de Butcher. Este método es mas preciso que el de cuarto
orden, pero es mucho mayor lacomplejidady el esfuerzo computacional.

f =) (3.60)
kp = flxi+3h. 3+ hKy)

1 1 1
LE =f{x,-+‘—¥l-h, ¥ +§1hkl+§hk:]
ks :f(x.'-l-;h., ¥i —;k:hjl +kyh

3 3 3
ks :f(xf-l‘gh, ¥i +Eklh+ﬁk“'hJ

3 2 12 12 8

kg :f(xl--l-h, ¥ _Eklh-l_akzh-'_?k?h_?kih +§k5hJ

1
Yier = 3 + pgh(7hy + 32k + 12k, + 32ks + Tky)

3.6.8. Método de Runge-Kutta Extendido
Se hace una extension del método RK para ecuaciones diferenciales ordinarias
desegundoordendelaforma:

. dacy , (3.61)
Yy =0 =flx.xny)

Enlacual utilizando un adecuado cambio de variable podemos establecer:

Z=¥ i 2 =¥ (3.62)

La cual, evidentemente, ha sido transformada, y representa una EDO de
primerorden. De esta manera el sistema de ecuaciones quedareducido a:

¥y =f(xy.z) (3.63)
' =g(x.v.z) (3.64)
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Paradichas ecuaciones se requiere determinar los siguientes coeficientes:

ky =hf(xs. ¥ . Zo) (3.65)
Ly, =hg(x,. Jg Z,)

_ . L Ly
k: _hf{xn-+EJJ'o +E’zﬂ+?:]
h ky Ly

I': =h3{xn+;J .'-"'n-+?J Zp +?]
i i L.

k! =h.f{xn-+;u'."'|:- +?,ZD+?]
B i i,

I'! =hg{x9+;, .'-"'n-+?* Zp +?]

ky = hf(eg+h. v, + ks, 2, +Ls)
Ly =hg{x,+h, y, +kg. 2, + L3)

(3.66)

1
V= ¥ +E':k1. + 2k + 2ky + ky)

(3.67)

1
zL:zD+E{LL+2I‘:+2I‘! +L,)

3.6.9. Método del Punto Medio
Método en el que se establece el siguiente sistema:

k]. = f{xll-'.jrll J'.L 1 (3-68)
ks :f(xl'+5h4 ¥ +EhkLJ
Yisr1 =M + |l;i-:J:1

Se observa que k, es la pendiente en el inicio del intervalo y £, la pendiente en

el punto medio del mismo. Entonces, con estos valores de constantes se
reproduce el método del punto medio.

3.6.10. Método de Ralston
Método en el que se establece el siguiente sistema:

ky = ey 13 ; (3.69)
ks =f(:r,--|—;h, ¥i +;hk1.)

1 2
Yisr =¥ th (g ky + gk:J

Se observa que £, es la pendiente en el inicio del intervalo y £, la pendiente en
el punto ubicado a3/4 del mismo. Este es el denominado método de Ralston.
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3.6.11. Métodos Runge-Kutta-Fehlberg de 2.° Orden de Paso Variable

Los métodos del tipo Runge-Kutta no tienen forma de evaluar el error
cometido en cada iteracion; sin embargo, es posible combinar dos métodos
de orden diferente, o utilizar un método con dos pasos de integracion
diferentes para estimar el error y, en base a este, decidir si es necesario o no
cambiar el tamano del paso de integracién (reducirlo o incrementarlo),
teniéndose, entonces, un método de paso variable; por ejemplo, los métodos
Runge-Kutta-Fehlberg son métodos del tipo Runge-Kutta en los cuales se
combinan dos métodos de diferente orden para poder estimar el error
cometidoen cadaiteracién delasolucién.

Este método esta dado por las siguientes ecuaciones:

ky = hf (v *tr!l] . (3.70)
Ky = hf (¥ + 5k oty £50)

1 255
kz = Af (¥ +ﬁkl +ﬁk!*rn + k)

1 233 1

Va1 :yﬂ+EkL+ﬁk: +Ek!

3.6.12. Métodos Multipaso
Se pueden disefar procedimientos mas eficientes si se utilizan valores previos
para el calculo de los posteriores; en este principio se basan los métodos
multipaso. A continuacién, exponemos los métodos multipaso.

3.6.12.1. Método de Adams-Bashforth de 5.2 Orden. Considerando una EDO
convalorinicial conocido, este método establece:

h
Ya+1 =Vt 755 [1901f Cey v ) — 2774 F Gy v _y) (3.71)
+ Eﬁlﬁ'f{xn—! *Yr!—!) - 12?4'f {Ir’!—ﬂ J.‘J“r!—!] + ESIf{xn—i +¥n —-'1-:]]

Es evidente la necesidad de contar con los valores de f{x,y,), los
cuales se obtienen con las condiciones iniciales f(x,y.), f(x,y,),
Jc, ), f(x,y,). Estos términos se obtienen a partir de un método de
solo un paso, como, por ejemplo, algin método Runge-Kutta.

3.6.12.2. Método de Adams-Bashforth de 4.° Orden. Considerando una EDO
convalorinicial conocido, y el procedimiento similar al anterior:

h
Yasr =¥n t+ ﬁ [sz{xi’! J.'."'r!] - SQf{xr!—L J.'-"‘r!—].] (3.72)

+37f {xi’!—! +¥n —!] - gf{xi’!—! ’yﬂ—!]]
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Método de Adams-Moulton de 5.°Orden. En la practica, las férmulas
de Adams-Bashforth no se utilizan de maneraaislada, se usanjuntoa
otras férmulas para aumentar la precisién. Una de ellas es la de
Adams-Moulton de5.°orden.

h

Yyl = ¥ +ﬁ[251f{xn+l.*}”n+1.] + Mﬁf{xn Jyn] (3.73)
- lgf{xn—a JJ’E—EJ] - 24'ﬁ‘f{xn—l. JFE—L] + 106f {xn—! JJ"E—!]
Es evidente que esta formula no puede emplearse como método
directo para el célculo de la solucién, debido a que a la derecha de la
expresion aparece el término f (%p+1,¥ns1) Un interesante algoritmo
es el llamado predictor-corrector, este emplea la formula de Adams-
Bashforth para predecir un valor tentativo de ¥»+1, al cual podemos
llamar ¥n+1,y luego se recurre a la férmula de Adams-Moulton para

calcular el valor corregido de ¥n+1. Asien la férmula de Adams-Moulton
elvalorde f{x;21,¥ns1) se calcula como flxp+q.¥0eq).

Finalmente, el predictores:

Yasr =Y+ % [1901f Cep .y) — 2774 f Crpy ym_y) G.74)
4+ 251F (g ¥y )]+ 2616 f (xp_n ¥ o) — 1274f (x g .y _a)

Y el correctores:

ues =0+ 735 2517 Gy i) + 696 (.3, (375)
—19f(x g V2] — 246f (xp_y ¥y ) + 106 (xp s ,¥p_s)

Método de Adams-Moulton de 4.° Orden. Siguiendo el mismo
procedimiento, lasférmulas recursivas son:

El predictores:

h
Yavs = Yn + 37 [55F Cry o 3) = 59f Gy 13in) (3.76)

+ E?f{xn—! +¥n —!] - gf(xr_'—a J.‘fr:—aj]
Y el correctores:

h
Yol =W T Elgf(xnﬂ. J}"r:H.:I + 1gf{xn ,ynj (3.77)

- 5.iFl:-“':r:—J. J.‘fn—].] + f{xr:—! J.‘fn—!j]
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3.6.12.5. Método de Milne. Es otro método multipaso, pero que posee
problemas de estabilidad.

El predictores:

4h
.'J"r:+1. =V¥n-zt ? [2f{xﬂ J_'J"r!] - f{xi’!—l. J.'J"r!—].] +2f {xn—: JJ"r!—:]] (3.78)

Y el correctores:
h
Vo4l =¥no E [f':InH. JJ’r:H.] + =1-_f{xn ,j-‘ﬂ] + f{xi’!—l. *J’i’!—].:l] (3.79)

De igual manera que en el método de Adams-Moulton se debe usar
un método de un paso para calcular los primeros valores,
preferentemente un método RK.

3.6.13.0DEen MATLAB
MATLAB dispone de varias funciones para resolver, mediante procedimientos
numéricos, ecuaciones diferenciales, siendo una de las mas difundidas la
ode45.

ode45, ode23, odell3, odel5s, ode23s, ode23t, ode23tb
Lafuncion ode45, tiene la siguiente sintaxis:

[2,x]=0de45(odefun,tspan,x0, options, params)

- "x" es una matriz donde cada columna corresponde a las variables
dependientesy teselvectortiempo.

- "odefun"eselnombredelafuncién.

- "tspan" especifica el intervalo de tiempo, un vector de dos numeros
tspan=[zi,¢f], tiempo inicial y final. Para obtener valores de las variables
dependienteseninstantes concretos?, ¢, ,... t,. Se escribe tspan=1t,, ¢,...z ].

- "x,"esunvectorque contienelosvaloresiniciales.

- "options"esunaestructura que se creacon lafuncién odeset.

- "params"son parametros que queremos pasar a lafuncién odefun.

En la mayor parte de los ejemplos podemos utilizar los tres primeros
pardmetros: llamaremos a la funcién ode45y le pasaremos la funcién odefunc,
los instantes inicial y final en el vector tspan y las condiciones iniciales en el
vectorx,.
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3.7. EstudiodeCasos

3.7.1. Tiempo de Vaciado de un Recipiente Cilindrico Vertical

Formulacién del caso:

Un tanque cilindrico de fondo plano con un didmetro de D=1.5 m contiene un
liquido de densidad 1.0 Kg/L, a una altura @ de 3 m. Se desea saber la altura del
liquido dentro del tanque 3 minutos después de que se abre completamente
la valvula de salida, la cual da un gasto de 0,=0.6 A(2gh)"”, donde 4 es el area
seccional del tubo de salida con didmetrod,y esde 78.510*m’y g=9.81 m/s’.

Figura 3.3.
Recipiente cilindrico vertical.

Solucion:
Para el caso de llenado o vaciado de un tanque cilindrico se modela haciendo
un balance de materia con la siguiente expresién universal:

Acumulacion = Entradas — Salidas (3.80)
% = 0-0.64,/2gh (3.81)
= g 5 h (3.82)
gfp! % — _0.64 y"ﬂ (3.83)

ah - (3.84)
— = —0,0026653,/2gh '
dt Vel

El valor cero en la ecuacién diferencial, como primer valor del lado derecho de
la ecuacion, representa que en el sistema no hay ingreso de fluidos. Al
considerar como tiempo cero al abrir la valvula y, ademas, la altura buscada a
untiempode 1805, setiene el siguiente sistema aresolver:
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dh — (3.85)
== —0,0026653 ,2gh

hip) =3

R{180) =7

Establecida la ecuacién diferencial ordinaria EDO, el valor inicial y el
requerimiento de calculo, podemos utilizar varios métodos de solucién; los
mismos que proponemos a continuacion:

Solucién Analitica:
La ecuacion diferencial anterior es de facil integracién analitica, por lo tanto,
tenemos lasiguiente solucion:

[dt=————An" dn —84,7041 [h~ dh (3.86)

—0,0026652 /29

Laintegral delaecuacionresulta:
t= —169,4082 b + C (3.87)

La constante deintegracién la calculamos usando: =0, 2=3 m.
Portanto: 0=(- 169.4082)x 3)*°+ C........... (C=293.4236

Finalmente tenemos:

t = —160,4082 h°F + 203,4236 (3.88)
(293,4236 — z]]f (3.89)
L 1694028

Estaecuacidnresultante latabulamos obteniéndose:

Solucién Analitica 3.5000
t(s) h(m) t(s) h(m)
0 2.9999 150 0.7167 | 3.0000 &
10 2.7989 160 0.6203 L .
20 2.6049 170 0.5308 | 2.5000 -
30 2.4179 180 0.4482 L\
40 2.2378 190 0.3727 | 2:0000 e
50 2.0646 200 0.3041 L.
60 1.8985 210 0.2425 | 15000 .,
70 1.7393 220 0.1878 =
1.0000 .
80 1.5871 230 0.1401 .,
90 1.4418 240 0.0994 ha |
0.5000 L
100 1.3036 250 0.0657 L
&
110 1.1723 260 0.0389 | 000 o & WA
120 1.0479 270 0.0191 0 50 100 150 200 250 300
130 0.9306 280 0.0063 . N
140 0.8202 290 0.0004 Solucién Analitica
Figura 3.4.

Vaciado del cilindro vertical para la solucion analitica.

79
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Respuesta: 0.4482malos3mino 180s.

MétododeEuler:
Usando las ecuaciones del método de Euler para este problema de valor inicial
y haciendo laformulacién en hoja de célculo, lasolucion esla siguiente:

Método de Euler 35
deltat= 10 deltat= 20
Dh=10s Dh=20s

1(s) h(m) t(s) h(m)

0 3 0 3

10 2.7955 20 2.5910

20 2.5981 40 2.2110

30 2.4078 60 1.8599

40 2.2246 80 1.5379

50 2.0486 100 1.2451

60 1.8796 120 0.9816

70 1.7177 140 0.7477

80 1.5630 160 0.5435

90 1.4154 180 0.3694

100 1.2749

110 1.1416

120 1.0155

130 0.8965

140 0.7847

150 0.6802

160 0.5828 0 50 100 150 200 250 300
170 0.4927 —e—Dh=10s —@—Dh=20s Solucién Analitica
180 0.4098

Figura 3.5.

Vaciado del cilindro vertical para la solucién de Euler.

Respuesta: 0.4098 m (dr=105)y 0.3694 m (dr=20s)alos3mino 180s.

La grafica muestra una diferencia poco significativa entre el método analitico
ylaaplicacion delmétodo de Euler parapasosde 10y 20s.

A continuacion, se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la
solucién del caso usando el método de Euler.

$METODO DE EULER

clc, clear;

h=10;

tf=180; $tiempo final de calculo
b=tf/h; %$numero de pasos

y(1)=3;

for J=1:Db
v (3+1)=y(3)-h*(0.0026653* (2*9.81*y (j))"0.5)
[v,]]

end

r=0:10:180

plot(r,y,'r=")%,t,y, '-bs")
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xlabel ('TIEMPO DE VACIADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACIADO METODO EULER')
hl = legend('Alturas',1);

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

& % Wm0 o @ 2 | @ | curentDirectory: DACURSOS UPT, UNJBG\METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA\2, ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS L@

Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New

Curtent Directory 8 x| |[ Edtor- DACURSOS UPT, UNIBG\WETODOS NUMERICOSEN INGENIERIA2: ECUACOIII e 11 s )

@ % ) « 2ECUACIONESDFERENC.. ~| - | LI EH [ £ MR 9 ¢ | D - e r (B -88

—_——————
EEERID RS T PRI =)
‘CURVA DE TIEMPO DE VACEADO METODQ EULER

[ Name ~ Date Modified

) ~fProblema 1 Metodo E... 5/12/11826 AM
] ~$0BLEMAS DE EDO.docx 5/12/118:19 AM
5] PROBLEMAS DE EDO.docx 5/11/111105 PM
) ProblemalRK23.m 5/12/118:08 AM
) ProblemalEULER.m 5/12/1111:45 AM
LR 5/12/111115 AM ol

25

£) Problemal.m 5/12/118:07 AM P tr-al =
=] ProblemaLasy S/12/1LBILAM - g
2] Problema 1Metodo Eule... 5/11/111032PM 12— 3 2
] MC2_Cap? EDO.doc 9/17/028:50 AM 13- F
] MC2_CapLdoc 9/10/08 722 PM ] 5
7 INTRODUCCINALARESO... 5/11/111031PM 15— 15
16 — ﬁ
17 - g
18 El 1
19 2
0
ProblemalEULERm x| ProblemalRk23m = 05

Command Window

ans = 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
TIEMPO DE VACEADO(SEG)

Columns 1 through &

25
3.00004000 2.795504000 2.598124000 2.4078=+000 2.22462+000 2.0486+000 Vtﬁ;

viz

Columns 7 through 12 yize)

= 7(30)

~ 1.879624000 1.7177e4000 1.5630=+4000  1.4154=+000  1.27494000 1.141€e+000 - cle

T MATLAB 780 (R0 ) Figure1 "Zi PROBLEMAS DE ED. ~Pr. " "[i 2. ECUACIONES DIF. <O W6 1107 AM

Figura 3.6.
Salida del programa para el tiempo de vaciado del método Euler

Respuesta: 0.4098 malos 3 min.

Euler Mejorado:

Establecida la ecuacién diferencial ordinaria EDO, el valor inicial y el
requerimiento de calculo, también podemos utilizar el método de Euler
mejorado.

n
Yasr =¥ +5 [y + Flen + oy + 1l )] (3.90)

h
s = ¥ +E[f£fn] +f{yr: +h f{}rj}]

Como la funcién solo tiene variabilidad en "y", como altura en el tanque de
agua, siendo "4" el paso de tiempo para el calculo. La solucion de la ecuacién
anterior se puede programar en MATLAB de la siguiente manera:

$METODO DE EULER MEJORADO

clc, clear;

h=10;

tf=180; Stiempo final de calculo
b=tf/h; $numero de pasos
y(1)=3;

for J=1:Db
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Yp (3)=-0.0026653*% (2%9.81* (y () +h* (=0.0026653* (2*9.81* (y(3))~0.5))));
v (3+1)=y (3) +(h/2) * (((-0.0026653* (2%9.81*y (§)) ~0.5)+yp (§)));

end

[v,]]

r=0:10:180;

plot(r,y,'rt=-")%,t,y,"'-bs")

xlabel ('"TIEMPO DE VACIADO (SEG) ")

ylabel ('ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACEADO METODO EULER MEJORADO")
hl = legend('Alturas',1);

) MATLAB 7.0 (R2005a) -8 X
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Figura 3.7.
Salida del programa para el tiempo de vaciado del método Euler mejorado

Respuesta:0.1602 malos3 min.

Meétodo de Heun o Predictor-Corrector:
También se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la solucién
del caso usando el método de Heun o Predictor-Corrector.

$METODO DE HEUN O PREDICTOR-CORRECTOR
clc, clear;
h=10;
tf=180; %$tiempo final de calculo
b=tf/h; $numero de pasos
y(1)=3;
for J=1:Db
yp (J+1)=y () -h* ((0.0026653* (2*9.81*y(j))"0.5));
)

y (J+1) =y (J
(h/2)* ((0.0026653* (2%9.81%y(3))~0.5)+0.0026653* (2*9.81* (yp (j+1)))~0.5);
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end

lv,J]

r=0:10:180;

plot(r,y,'r=-")%,t,y,"'-bs")

xlabel ('TIEMPO DE VACIADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACIADO METODO HEUN O PREDICTOR-CORRECTOR')
hl = legend('Alturas',1);
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Figura 3.8.
Salida del programa para el tiempo de vaciado del método Heun o Predictor-Corrector

Respuesta: 0.4941 malos 3 min.

Runge-Kutta 23.

Adicionalmente, se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la
solucién del caso usando el método de Runge-Kutta 23.

SMETODO DE RUNGE KUTTA 23

clc, clear;

f=inline ('-0.0026653* (2*9.81*y)"~0.5"','t','yv");
[t,y]=0de23(£f,[0,10,180],3);

[t,y]

plot(t,y,'r-")%,t,y, '-bs")

xlabel ('TIEMPO DE VACIADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACIADO METODO RK-23")
hl = legend('Alturas',1);
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Figura 3.9.

Salida del programa para el tiempo de vaciado del método RK 23

Respuesta: 0.4482malos3 min.
Resumen deresultados para el vaciado de untanque:

Método utilizado

Solucién analitica
Euler

Euler mejorado
Heun
Runge-Kutta 23

3.7.2

Deltade""(s)

10
10
10
10
10

Formulacién del caso:
Calcule el tiempo necesario para que el nivel del liquido dentro del tanque
esférico (Chapra, 2017), con radio =5 m mostrado en la figura, descienda de 4
a 3 m. La velocidad de salida por el orificio del fondo es v=4.895(a)"”, el
diametro de dicho orificioesde 10cm.

180
180
180
180
180

Tiempo de Vaciado de un Recipiente Esférico

Tiempo final(s)

10cm

Valor"/" final (m)
0.4482
0.4098
0.1602
0.4941
0.4482
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Solucién:
Para el caso de llenado o vaciado de un tanque esférico se modela haciendo
un balance de materia conla siguiente expresién universal:

Acumulocion = Entradas — Salidas (3.91)
d(Vp) 0 A
dt :’P
w w
A=— Z — EI,lEI 2 (393)
g ¢ =310
v = 4,805 (a)"? (3.94)
e
i -3)  « ] y (3.95)
T = —;(n,m] .4,895(a)"
da 4,805(0,10)* (a) > (3.96)
it 4(10a —a?)

Al considerar como tiempo cero al abrirlavalvula,y ademaslaalturabuscadaa
un tiempo en el cual el nivel en el depésito desciende de 4 a 3 m, el sistema a
resolveres:

da _ 0122375(a)"" (3.97)
dt  (l0a —a?)

al0) =4

al?)= 3

Establecida la EDO, el valor inicial y el requerimiento de célculo, podemos utilizar
varios métodos de solucion, los mismos que proponemos a continuacion:

Solucién Analitica:

La ecuacién diferencial propuesta es factible de integracién analitica, por lo
tanto, tenemos la siguiente solucion utilizando Wolfram Mathematica (on
line):

Id*=I {a® — 10a) o (3.98)

0,122375(a)*/>

t= 3,26864 o — 544774 ' + C
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Wolfram Mathematica
ONLINE INTE“G RATOR

The world’s only full-power integration solver
HOW TO ENTER INPUT | RANDOM EXAMPLE
f |(x“2—10x)f(0.122375 %~ 0.5) dx

Traditional Form | Input Form | Cutput Form

x2—-10x
[7 (f X =

+ 0.122375 x°

3.26864 x*° — 54,4774 x'°

Time to compute: < 0.01 second

Figura 3.10.
Integracién con Wolfram Mathematica, online integrator

La constante deintegraciéonla calculamos usando: a=4, =0.
Portanto:0=3,26864 (4)>% — 54,4774 (4)25+ C ... C=+331.2227

Finalmente, tenemos:

t= 3,26864 o> — 54,4774 o' + 331,2227 (3.99)

Esta ecuacidonresultante latabulamos, obteniéndose:

Solucién Analitica 4.1000
t(s) a(m) t(s) a(m) [
0.000 4.000 74.279 3.250 | 39000 .
4.908 3.950 79.250 3.200 .
3.7000 »
9.825 3.900 84.219 3.150 L
14.752 3.850 89.185 3.100 | 3.5000 L .
19.686 3.800 94.146 3.050 L
24.628 3.750 99.103 3.000 33006 e
| |
29.576 3.700 104.054 2950 |00 LN
34.530 3.650 108.997 2.900 L
39.489 3.600 113.933 2.850 | 29000 S
44.453 3.550 118.861 2.800 L
49.420 3.500 123.778 2.750 | 2700 e
54.389 3.450 128.685 2700 |, .00 "
59.361 3.400 133.580 2.650 -10 10 30 50 70 90 110 130 150
64.334 3.350 138.462 2.600
Solucién Analitica
69.307 3.300 143.330 2.550
Figura 3.11.

Solucién analitica para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

Respuesta: 99.103 sparabajarde4a3m.
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MétododeEuler:

Segun las ecuaciones planteadas para el método de Euler en este problema de
valor inicial, se formulé una hoja de cdlculo obteniéndose la siguiente
solucién:

Método de Euler 45
deltat= 10 deltat= 20
Dh=10s ph=20s | ,
t(s) a(m) t(s) a(m)
0 4.0000 0 4.0000 s iﬁ%ﬁk
10 3.8980 20 3.7960 %Q,%
20 3.7964 40 3.5936 _
30 3.6952 60 3.3920 3
40 3.5942 80 3.1909
50 3.4935 100 29897 | *°
60 3.3928 120 2.7878
70 3.2923 140 2.5845 2
80 3.1917 160 2.3792
90 3.0911 180 2.1710 15
100 2.9904
110 2.8894 1
120 2.7882
130 2.6866 05
140 2.5845
150 2.4818 0
160 2.3785 0 50 100 150 200 250 300
170 2.2744 —e—Dh=105s —@—Dh=20s Solucién Analitica
180 2.1693
Figura 3.12.

Solucién analitica para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

Respuesta: 100 s para un descenso a 2.9904 m con d=10sy 100 s con dt=20 s
para descender a 2.9897 m el nivel en el depésito. La grafica muestra una
diferencia poco significativa entre el método analitico y la aplicacién del
método de Euler para pasos de 10y 20 s. Es notorio que el cambio de tamafio
de paso varialaaproximacion en los resultados obtenidos.

A continuacion, se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la
solucién del caso usando el método de Euler.

$METODO DE EULER

clc, clear;

h=10;

tf=120; $tiempo final de calculo

b=tf/h; %$numero de pasos

y(1)=4;

for J=1:Db
j+1) =y (3)-h*((0.122375*(y(3))"0.5)/(10*y(J) -

ly,J]
r=0:10:120;
plot(r,y,'r=-")%,t,y, '-bs")
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xlabel ('TIEMPO DE VACEADO (SEG) ")
ylabel ('ALTURAS EN EL TANQUE (m) ')
title ('CURVA DE TIEMPO DE VACEADO METODO EULER'")
hl = legend('Alturas',1);

Lasalidadel programa eslasiguiente:

4\ MATLAB 7100 (R20102)
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Figura 3.13.

Solucién de Euler en MATLAB para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

Respuesta: 2.9904malos 100s.

Euler mejorado:

Establecida la EDO, el valor inicial y el requerimiento de célculo, también
podemos utilizar el método de Euler mejorado segun el siguiente programa

MATLAB.

$METODO DE EULER MEJORADO
clc, clear;

h=10;

tf=100; %tiempo final de calculo
b=tf/h; $numero de pasos

(=0.122375* (y(3))"0.5) /(10*y (3) = (v (3))"2));
)=y (3)+(8/2) * ((=(0.122375*% (v (3)) "0.5) / (10*y (3) = (v (3)) "2) +yp (1)) ;

plot(r,y,'r=-")%,t,y,"'-bs")
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grid

xlabel ('TIEMPO DE VACEADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACIADO METODO EULER MEJORADO'")
hl = legend('Alturas',1);

4\ MATLAB 7.10.0 (R2010a) c
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Figura 3.14.
Solucién de Euler en MATLAB para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

Respuesta: 2.9904 malos 100s.

Método de Heun o Predictor-Corrector:

También se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la solucién
del caso usando el método de Heun o Predictor-Corrector. Se obtiene como
respuesta: 2.9909 m de descensoalos 100s.

$METODO DE HEUN O PREDICTOR-CORRECTOR

clc, clear;

h=10;

tf=100; %tiempo final de calculo

b=tf/h; $numero de pasos

Y(1)=4;

for =1:b

yp (3+1) =y (3) +h* ((-0.122375* (y(3) ) *0.5) / (10*y () = (v (3)

Y(] 1)=y(3)+Hh/2)*(((-0. 122375*(y 3))70.5)/(10*y (3) - (y(3)) "
(-0.122375* (yp (3+1))"0.5)/ (10*yp (F+1) - (yp (F+1

)i

)2
2))+..
)) "2 ))‘
end

ly,J]

r=0:10:tf;

plot(r,y,'rt=-")%,t,y,'-bs")

grid
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xlabel ('TIEMPO DE VACIADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACIADO METODO HEUN O PREDICTOR-CORRECTOR')
hl = legend('Alturas',1);

4\ MATLAB 7.10.0 (R2010a) =@ =
Fie Edt Tet Go Cell Tools Debug Parallel Desktop Window Help
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Figura 3.15.
Solucién de Heun para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

Runge-Kutta 23:

Adicionalmente, se presenta un cédigo computacional en MATLAB para la
solucion del caso, usando el método de Runge-Kutta 23. Se obtiene como
respuesta:3malos99.1s.

SMETODO DE RUNGE KUTTA 23

clc, clear;

f=inline (' (-0.122375*y"0.5)/(10*y-y*2)"','t','y");
[t,y]=0de23(£,[0,99.171,4);

[t,v]

plot(t,y,'r=-")%,t,y, "'-bs")

xlabel ('TIEMPO DE VACEADO (SEG) ")

ylabel ("ALTURAS EN EL TANQUE (m) ")

title ('CURVA DE TIEMPO DE VACEADO METODO RK-23"')

hl = legend('Alturas',1);
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Figura 3.16.
Solucién de Runge-Kutta 23 para el tiempo de descarga de la parte inferior del recipiente esférico

3.7.3. Cdlculode unEje Hidrdulico o Curva de Remanso

Formulacién del caso:
Calcular el eje hidraulico o curva de remanso que se genera a partir de un
barraje aguasarriba sise tiene los siguientes datos:

Caudal 0 = 5m’/s o
Rugosidad n 0.025
Talud Z =15

AnchoBase b = 25m
Pendiente So = 0.0005
Yinicial Yi 23m =
Y final Yf=14m d1=d2=

Se debe utilizar la ecuacién
dindmica del flujo gradualmente
variado para calcular los tirantes
de agua en funcién del espacio,
combinada con la ecuacion para
flujo uniforme conocida como

ecuaciénde Manning.
Se (3.100)
E = 5o —1 _So
ax~ 0| _ QT
gA?
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Q= %AR:.-'HSL.-': (3.101)

Solucién:
La ecuacién planteada debe ser reestructurada de tal forma que se despeje
"dy" comovariable a ser calculada en funcion de "dx" de la siguiente manera:

) 50-5e] (3.102)
r= | s ax
YT _eT
gA?
L Qn T (3.103)
58 = (AH:-":‘J

So = Eslapendientedefondodelcanal
n = Coeficiente derugosidad
A = Eseldreahidraulica=by+z)’
P = b+2y(1+2)"
R=A/P = Radiohidraulico
T = Espejodeagua = h+2zy

Establecida la EDO, el valor inicial y el requerimiento de calculo, podemos
utilizar el método de Euler, en virtud a que la exactitud de los resultados
esperados o requeridos no es grande. Por lo tanto, el problema queda
estructurado matematicamente como:

N (3.104)
y _|So—S5e
dx 1 _ﬂ
gA?
y(0) = 2.3

Laformulacién en hojade célculo paralasolucién eslasiguiente:
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Inicio Insertar Disefio de pagina

=) ¥ Cortar

Férmulas

Datos

Revisar

Vista Programador

B Calibri -lu -A A= —|‘@/:| = Ajustar texto General ijil % _;,j Eﬂ' ?‘
" ot (N4 8B A B comsrary o | i |t Bt i o e Gl

Partapapeles & Fuente = Alineacion = Nimera = Estilos Celd
| o017 - £

A B c D E F G H 1 ] K L M
1 METODO DE EULER (PREDICTOR)
2
3 | CAUDAL Q= s
4 RUGOSIDAD n=0.025
5 TALUD = 15
6 ANCHO BASE b= 25
7 |PENDIENTE So= 0.0005
8 Yinicial Yi= 23
9 Y final ¥f= 14
10
1 X 0
12 Y 23
13 dx/dy X fly)
12 Xt y-Hfly)
15 H 002
16
17 i y A P T R v s1 N1 D1 x x* X
18 0 2.3000 136850  10.7928 9.4000 1.2680 0.3654 0.0001 0.9907 0.0004 2255.5454  -42.8109  42.8109
19 1 2.2800 134576 10.7207 9.3400 1.2550 0.3704 0.0001 0.9903 0.0004 2266.6212  -43.0524  85.8633
20 2 2.2600 13.3114 10.6485 5.2800 1.2501 0.3756 0.0001 0.9300 0.0004 2278.3305 -43.3066  129.1699
21 3 2.2400 13.1264 10.5764 9.2200 1.2411 0.3809 0.0001 0.9836 0.0004 2290.7208 -43.5744  172.7444
22 4 2.2200 12,9426 10.5043 5.1600 1.2321 0.3863 0.0001 0.9892 0.0004  2303.8441 -43.8569  216.6012
23 5 2.2000 12.7600 10.4322 5.1000 1.2231 0.3918 0.0001 0.9888 0.0004 2317.7576 -44.1552  260.7564
24 6 2.1800 12,5786 10.3601 3.0400 1.2141 0.3975 0.0001 0.9884 0.0004 23325243 -44.4705  305.2269
25 7 2.1600 123984 10.2880 8.9800 1.2051 0.4033 0.0001 0.9880 0.0004 2348.2136  -44.8043  350.0312
26 8 2.1400 122194  10.2153 8.9200 1.1961 0.4092 0.0001 0.9875 0.0004 2364.9023  -45.1580 395.1892
27 39 2.1200 12.0416  10.1438 8600 1.1871 0.4152 0,0001 0,9871 00004 2382.6757  -45.5335  440.7227
W4 » M| VIGAL ~VIGA2 “PLACA1 | predictor .~ ¥J I
Figura 3.17.

Solucion Excel del método de Euler para la ecuacion dindmica del flujo gradualmente variado

El paso siguiente es la formulacién de un codigo computacional en MATLAB para

50—5e

la solucion del caso con el método de Euler usando:dy = | S0 |—g=

}i‘

0=5;
n=0.025;
S=0.0005;
z=1.5;
b=2.5;
Yn=1.375;
Yc=1.0;
dx=-4;
Yo=2.3;
for 1=1:1000
if i==1
x(1)=0;

Y (i)=Yo;
Z(i)=0;
end

1=y +hf(i), xgp1=%x;+h

CURVA DE REMANSO METODO EULER

_F

dx ,

93
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SE(1)=(Q"2*n"2)/ ((b*Y (1) +z*Y (1) "2)"2* ((b*Y (1)+z*Y (1) "2)/(
b+2*Y (1) *sqrt (1+z72)) )" (4/3));
F(1)=(S=Sf (1)) /(1= ((Q"2* (b+2*z*Y (1)) )/ (9.81* (b*Y (1) +z*Y (1) *2)"3)));

Y (1+1)=Y (i) +dx*F (1) ;
X (1+1)=x(1)+dx;
Z(i+1l)=abs (S.*x(i));
end

[x"'",Y']

plot (x,Y+Z,x%x,Z2+Yn,x,Z2+Yc,x,Z)

xlabel ("DISTANCIAS O PROGRESIVAS (m) ')

ylabel ('TIRANTES DE AGUA (m) ")

title ('CURVA DE REMANSO METODO EULER')

h = legend('tirantes calculados', 'tirante normal', 'tirante
critico', 'cota de fondo',1);

) Figure 1 =TETX

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

FEFDIDEEY PRI

CURVA DE REMANSO METODO EULER
T T T T

tirantes calculados
tirante normal
tirante critico
3 cota de fondo

TIRANTES DE AGUA(m)

0 | I I I I I I
-4000 -3500 -3000

2000 EE
DISTANCIAS O PROGRESIVAS (m)

" @® 2~ 9 > "7 ECUACONE DF. JMIATLAE 720 (R20. 2 Figure1 T PROBIEMASDE £D. <R PRIV X ¢ roem

Figura 3.18.
Solucién MATLAB del método de Euler para la ecuacién dindmica del flujo gradualmente variado

También podemos emplear el método Runge-Kutta, el cual permite una
mejor estructura del problema a resolver. La codificacion en MATLAB es:

CURVA DE REMANSO METODO RUNGE-KUTTA
.025;
.0005;
.5;
.5

Il
N O O o

r

O N 00310 d°
I

’

Yn=1.375;
Yc=1.0;
dx=-4;
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Yo=2.3;
for i=1:1000
if i==
):Or
( ) =Yo;
Z(1)=0;
End

SE(1)=(0"2*n"2) / ((b*Y (1) +2z*Y (1) ~2) 2% ((b*Y (i) +z*Y (i) ~2)/
(b+2*Y (1) *sqrt (1+z72)) )~ (4/3)) ;
F(1)=(S=Sf(1i))/ (1= ((Q"2*% (b+2%z*Y (1)))/9.81* (b*Y (i)+z*Y (i)"2)~3)));
K1 (i)=dx*F (i) ;

K2(i>—dX*(S Sf(i)>/(1—(QA2*(b+2* *(Y(1)+K1(1)/2)))/
(9.81% (b* (Y (1) +K1 (1) /2)+z* (Y (1) +K1(1)/2)"2)"3)));
K3 (i) =dx* (S-Sf (i ))/( ((Q 2% (b+2*z* (Y (1)+K2 (1) /2)))/
(9.81* (b* (Y (1)+K2 (1) /2)+z* (Y (1)+K2(1)/2)72)"3)));
K4 (i) dX*(S Sf (i ))/( = ((Q"2*% (b+2%z* (Y (1) +K3(1))) )/
(9.81* (b* (Y (1) +K3 (1)) +z* (Y (1)+K3(1))"2)"3)));

Y (1+1)=Y(1)+(1/6) * (KL (1)4+2*K2 (1) +2*K3 (1)+K4 (1)) ;

X (i+1l)=x (1) +dx;

Z(i+1l)=abs(S.*x (1))
end
[x"',Y']

plot (x,Y+Z,x,Z+Yn,x,Z+Yc,%X,Z)

xlabel ("DISTANCIAS O PROGRESIVAS (m) ")

ylabel ('"TIRANTES DE AGUA (m) ')

title ('CURVA DE REMANSO METODO RUNGE-KUTTA'")

h = legend('tirantes calculados', 'tirante normal', 'tirante
critico', 'cota de fondo',1);

Tees s ARTei4 3 00+ .

CURVA DE REMANSO METODO RUNGE-KUTTA
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g
g 25 — T g
w e - T — —— |
a T
9 . -
i 1
]
151 —
L o
05 -
_L L L L L
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DISTANCIAS O PROGRESIVAS (m)

T PROBLEMAS DE £D. 1 PROCRAMA HIDRD. WIATLAE 720 (P2 )

Figura 3.19.
Soluciéon MATLAB del método Runge-Kutta para la ecuacion dindmica del flujo gradualmente variado
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3.7.4. Evolucion de TemperaturaenunaPlaca Calentada

Formulacién del caso:

La ecuacion diferencial mostrada representa el comportamiento de una placa
calentada, la misma que se desea estudiar en cuanto a la evolucién de su
temperatura. Los valores propios para el material de la placa son:

300.00 Kg/m?
0.001 m?
0.250 m?
900.000 J/Kg°K

c  30.000 J/m*K
0.800
567E-08  W/m>*K*

oSN >

Q

dTl

A
- = —— [eg(297% — T4} + 1, (297 - T]] (3.105)
pcv

dt
T({0) =473

Solucion:
La solucién, en primera instancia, la plantearemos desarrollando una

formulacion enhojade calculo Excel.

Brcbleme 3 PLACA CALENTADA - Micrasolt Excel

la
i)
= | mido | Insertar  Disefodepigina  Féimulas Daios  Reicar  Visla  Programador W@ - = ox
=1 & Cortas oFe - =1 T T E Autosuma *
Calion B I | Shaustortecs Generl - 3 5 i
) & con ) H B 5= ) L R
Pegar N & §-[E-|[&- A [ E= = =S doombnaryentmre (§ - % |48 J) | Fommeio  Derfommato Esfilosde  Inseriar Biminer Fomato Orcerar  Buscary
T coperamato || ElE LAY i combinary entr || paonas - como taias teica~ T Zsome i saecaonar
Ponacapsies " Fumne & Aineacion a nimero & estuas cainas nogmica
E5 -~ £ 5
A B [= D E E [ H 1 K L M n a £
PROBLEMA DE LA PLACA CALENTADA, 0 r
dar _ 450 \

A
o [20(297* = T*) + 1 (297~ T)]

a00 \

1
2
3
1 dr_p
s
6
7
]

)
d=ti= 1 seg ¥ \
A § 0
[ 300000 Kg/m3 ——  0.00083 &

3 v 0001 m3 ey
10 A 0.250 m2 Exo A4.54E-08 00
1 c 900.000 I/Kg'K
12 he 30000 IfmK 50
13 € 0.800 o 20 40 a0 an 100 120 140 160 180
14 o S.67E08 W/m' K Tiempo (seg)
15 \
16 Tiempo T K1 K2 K3 K4
17 0 473.00000  -6.66439 -6.51321 -6.51663 -6.36989
18 1 46648434 636993 -622770  -6.23086  -6.09270
19 2 460.25438  -6.09274 -5.85872 -5.86166 -5.83137
20 3 46429357 583741 -5.70493 -59076F -5.58460
21 4 448.58669  -5.58467 -5.46516 -5.46771 -5.35138
22 5 443.11973 535141 -5.23833 -5.24071 -5.13058
pE] 6 43767972 513061 -5.02348 502574 -0.81133
W4 b | pLACA 1 €1 4 0| m I

|

WAATUA T80 (R0, ) PROPITAS DL D, G #roblzme 3 2Laca . | 7 TCUACIDNES DI,

Figura 3.20.
Solucién Excel para el problema de la placa calentada

Asimismo, proponemos un coédigo computacional en MATLAB para la
solucidn de este problema aplicando el método Runge-Kutta de orden 4.
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$PLACA CALENTADA METODO RUNGE-KUTTA

clear, clc

format short

ro=300.000;

v=0.001;

A=0.25;

C=900;

hc=30;

e=0.8;

s=5.67E-08;

Q=A/ (ro*C*V) ;

es=e*s;

dt=1;

T£=180;

T(1)=473;

for i=1:Tf

K1 (1)=dt*Q* (es* (294™4— (T (1)) "4)+hc* (297-T (1)) ) ;

K2 (1)=dt*Q* (es* (29474—- (0.5*K1 (1) +T (1)) "4) +hc* (297-(0.5*K1 (1)+T(1)))) ;
K3 (1)=dt*Q* (es* (29474—(0.5*K2 (1) +T (1)) ~4) +hc* (297- (0.5*K2 (1) +T(1)))) ;
K4 (1)=dt*Q* (es* (294"4—- (K3 (1) +T (1)) "4) +hc* (297- (K3 (1)+T(1)))) ;
T(i+1)=T(1)+(1/6) * (K1 (1) +2*K2 (1) +2*K3 (1) +K4 (1)) ;

y(1)=T(1);

end

w=1:Tf;

plot (w,vy)

xlabel ('TIEMPO TRANSCURRIDO (seqg) ')

ylabel ('TEMPERATURAS (°K) ")

title ('CURVA DE TEMPERATURAS RUNGE-KUTTA')

h = legend('temperaturas calculadas',1);

) Figure 1 i
Fiie Edic View Insert Tools Desktos Window Halp ~

Odde |5 S0 R4AL- G0 =D

‘CURVA DE TEMPERATURAS RUNGE KUTTA.
T T T

temperaturas calculadas

450 — -

440 —

420 -

TEMPERATURAS("K)
T

FVARTLAD THO TR0 ) Figure1 PROBLEMAS D £D. <ETAE e Tem

Figura 3.21.
Solucién RK para el problema de la placa calentada



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

3.7.5. Modelo de Crecimiento Poblacional de Malthus
Formulacién del caso:
Un modelo propuesto para el crecimiento poblacional alrededor del aio 1800
es el propuesto por Malthus (1798), siendo el postulado el siguiente: "(...) la
razén de cambio de la poblacién (P) de bacterias en el instante (¢) es
proporcionalalapoblaciénenelinstante(...)" Las hipdtesis de Malthus son:

- Las tasas de natalidad y mortalidad son constantes e independientes de
lapoblaciéon o edad deindividuos de la poblacién.

- Lareproduccién se dade manera continua.

- Elmedioambiente noinfluye.

- Esvalidaparaunasolaespecie.

Elmodelo serige porlasiguiente ecuacion diferencial en variable separable:

dP

— = 3.106
T = kP ( )
P(0) =R, (3.107)

Donde: k=a-b, "a" es la tasa de natalidad, "b" la tasa de mortalidad y P, la
poblacion inicial. Desarrollar una solucién analitica y numérica para el estudio
de la poblacién utilizando los siguientes datos: constante £=0.1, Poblacién
inicial P,=10 individuos. Encontrar la solucién en el intervalo [0, 10] con 1000
intervalos equidistados.

Solucién:
La resolucion analitica que nos permite hallar la solucién general del modelo
eslasiguiente:

dpP (3.108)
— = | kdt :
J‘ P J‘
F
m (%) = Kt te,....
P(t) = ce™

Haciendo uso de las condiciones iniciales encontramos el valor del pardmetro
deintegracién¢,usandoen =0, P=0.

P(0) =ce™ =P, (3.109)

Porlotanto, lasolucién particular estard dada por:

Pi(t) = Be* (3.110)
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En este caso realizaremos el estudio de la solucidn con cada uno de los
métodos numéricos conocidos hasta ahora en términos de precisién y costo
computacional. Para la solucién del caso, estructuramos los archivos .m en
MATLAB delasiguiente manera:

- Unarchivo principal llamado Poblacionm.m

- Unarchivodondeingresamoslafunciénllamada Malthus.m

- Ocho programas .m, denominados: eulerUV.m, eulermodUV.m,
RunKutUV.m, AdBash4UV.m, AdBash5UV.m, AdBashMo4UV.m,
AdBashMo5UV.my MilneSimUV.m

En estos archivos se encuentra resuelto el algoritmo correspondiente a cada
método, el cual con lafuncién que se encuentra en Malthus.m se procesa en el
programa principal denominado Poblacionm.m

De estamaneralistamos los programas:

Programa: Malthus.m

function ypr=Malthus(x,vy, z)
ypr=0.1*y;

Programa Principal: Poblacionm.m
%$Programa Principal Para Modelo de crecimiento poblacional
de Malthus

clc

close all

clear all

%$Datos iniciales

P0=10;

a=0;

b=10;

M=1000;

%Solucion analitica
h=(b-a) /M;

tt=a:h:b;

k=0.1;

solan=P0.*exp (0.1.*tt);
%Solucion Metodo de Euler
nll=cputime;
[vl,tl]=eulerUV('Malthus',a,b,P0,M);
n2l=cputime;
tieml=n21-nll;

%$Solucion Metodo de Euler Modificado
nl2=cputime;
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[y2,t2]=eulermodUV ('Malthus',a,b,P0,M);
n22=cputime;
tiem2=n22-nl2;

%$Solucion Metodo de Runge Kutta 4to Orden
nl3=cputime;
[y3,t3]=RunKutUV('Malthus',a,b,P0,M);
n23=cputime;

tiem3=n23-nl3;

$Solucion Metodo de Adams—-Bashforth 4to Orden
nlé4=cputime;

[v4,td4]=AdBash4UV ('Malthus',a,b,P0,M);
n24=cputime;

tiem4=n24-nl4;

%Solucion Metodo de Adams-Bashforth 5to Orden
nl5=cputime;
[yv5,t5]=AdBash5UV('Malthus’',a,b,P0,M);
n25=cputime;

tiem5=n25-n15;

%$Solucion Metodo de Adams-Bashforth-Moulton 4to Orden
nlé=cputime;

[y6,to]=AdBashMo4UV ('Malthus',a,b,P0,M);
n26=cputime;

tiem6=n26-nl6;

$Solucion Metodo de Adams-Bashforth-Moulton 5to Orden
nl7=cputime;

[y7,t7]=AdBashMob5UV ('Malthus',a,b,P0,M);
n27=cputime;

tiem7=n27-nl17;

%$Solucion Metodo de Milne

nl8=cputime;

[v8,t8]=MilneSim4UV ('Malthus',a,b,P0,M);
n28=cputime;

tiem8=n28-nl18;

$Graficador de soluciones de Malthus
subplot(2,2,1);
$hl=figure (1) ;

plot(tl,vyl,t2,y2,t3,y3,t4,y4,t5,y5,t6,y6,t7,y7,t8,vy8,tt,s
olan)

title('Modelo de crecimiento poblacional de Malthus: k=0,1,
h=0.01, Po=10")

xlabel ('Tiempo (dias) ')

100



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

ylabel ('Individuos en la poblacion')

y1lim ([0 max (solan)+2])

xlim([a,b])

legend ('Euler', 'Euler Modificado', 'Runge-Kutta 4', 'Adams-
Bashforth 4', 'Adams-Bashforth 5', 'Adams-Bashforth-Moulton
4"','Adams-Bashforth-Moulton 5', '"Milne', 2)

grid

%Calculo del error absoluto para las soluciones

El=abs (yl-solan);

E2=abs (y2-solan);

E3=abs (y3-solan);

Ed4=abs (y4-solan) ;

ES=abs (y5-solan);
( ) i
( )
( )

E6=abs (y6-solan) ;
E7=abs (y7-solan

E8=abs (y8-solan

’

’

% Grafica del error absoluto

subplot (2,2,4);

$h2=figure (2) ;
plot(tl,E1l,t2,E2,t3,E3,t4,E4,t5,E5,t6,E6,t7,E7,t8,E8)
title('Errores del Modelo de crecimiento poblacional de
Malthus: k=0,1, h=0.01, Po=10")

xlabel ('Tiempo (dias) ')

ylabel ("Error Absoluto')

xlim([a,b])

legend ('Euler', 'Euler Modificado', 'Runge-Kutta 4', 'Adams-
Bashforth 4', 'Adams-Bashforth 5', 'Adams-Bashforth-Moulton
4"','Adams-Bashforth-Moulton 5', '"Milne', 2)

%legend ('Error Euler', 'Error Euler Modificado', 'Error Runge-
Kutta 4', 'Error Adams-Bashforth 4', 'Error Adams-Bashforth
5','"BError Adams-Bashforth-Moulton 4','"Error Adams-
Bashforth-Moulton 5', '"Error Milne', 2)

grid

%Calculo del error medio caudratico

Ecml=sqgrt (sum((yl-solan).”2/length(yl)));
Ecm2=sqgrt (sum( (y2-solan) .”2/length(y2)));
Ecm3=sqgrt (sum((y3-solan) .”2/length(y3)));
Ecmd4=sqgrt (sum( (y4d-solan) .”2/length(y4)));
EcmS=sqgrt (sum( (y5-solan) .”2/length(y5)));
Ecm6=sqgrt (sum( (y6-solan) .”2/length(y6)));
Ecm7=sqgrt (sum( (y7-solan) .”2/length(y7)));
Ecm8=sqgrt (sum((y8-solan) .”2/length(y8)));

ERMS=[Ecml Ecm2 Ecm3 Ecm4 Ecm5 Ecm6 Ecm7 Ecm8]
TiempoFinal=[tieml tiem2 tiem3 tiem4 tiemb tiem6 tiem7
tiem8]
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ProgramaeulerUV.m

function [y, x]=eulerUV(f,a,b,yi,M)
h=(b-a) /M;
x=a:h:b;
y(1)=yi;
for j=1:M

y(J+1) =y (3)+h*feval (f,x(3),y(3));
end

ProgramaeulermodUV.m

function [y, x]=eulermodUV (f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y (1) =yi;

for j=1:M
z=feval (
k=feval (

y(3+1) =y
end

x(3),vy(3)):
x(]+1) (j
)+h/2* (z+k

f, r
f, y+h*z) ;
(J )7

r

Programa RunKutUV.m

function [y, x]=RunKutUV(f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y(1)=yi;

for j=1:M
kl=h*feval (f,x(J),v(J));
k2= h*feval(f,x(j)+h/2 v (3)+k1/2);
k3=h*feval (f,x(3)+h/2,y(3)+k2/2);
kd=h*feval (f,x(J)+h,yv(3)+k3);
y(J+1)=y (J)+ (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;

end

Programa AdBash4UV.m

function [y, x]=AdBash4UV(f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y(1)=yi;

%Aplica 4 pasos del metodo

for k=1:3
kl=h*feval (f,x(k),yv(k));
k2=h*feval(f,x(k)+h/2 v(k)+k1/2);
k3=h*feval (f,x (k) +h/2, v (k) +k2/2) ;
kd4=h*feval (f,x (k) +h, y (k) +k3) ;
v (k+1)=y (k) + (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
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$Inicia el metod predictor Adamas-Bashforth

for k=4:M
y (k+1)=y (k) +

(h/24) *
59*feval (f,x(k-1),y

(55*feval (f,x(k),y(k))-
(k=1))+37*feval (£f,x(k-2),y

9*feval (f,x(k-3),v(k=-3)));

end

Programa AdBash5UV.m

function [y, x]=AdBash5UV(f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y(1)=yi;

%Aplica 4 pasos del metodo RK de 4to orden

for k=1:4
kl=h*feval (f,x(k),y(k));
k2=h*feval(f,x(k)+h/2 v(k)+k1/2);
k3=h*feval (f,x (k) +h/2,y (k) +k2/2)
k4=h*feval (f, x (k) +h, v (k) +k3) ;

y(k+1)=y (k) + (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
end

$Inicia el metod predictor Adamas-Bashforth

for k=5:M
y (k+1)=y (k) +

4),y(k=4)));

(h/720) *
2774*feval (£f,x(k-1),
2))-1274*feval (£f,x (k-3)

(1901*feval (f,x(k),y(k)) -

, vy (k=3))+251*feval (£, x (k-

end

Programa AdBashMo4UV.m

function [y, x]=AdBashMo4UV (f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y(1)=yi;

%Aplica 4 pasos del metodo

for k=1:3
kl=h*feval (f,x(k),y(k));
k2=h*feval(f,x(k)+h/2 y(k)+k1/2)
k3=h*feval (f,x (k) +h/2,y (k) +k2/2)
k4=h*feval (f,x (k) +h, v (k) +k3) ;
v (k+1)=y (k) + (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
z (k+1) = y(k+l)

end

%Inicia el metod predictor Adamas-Bashforth

for k=4:M
z (k+1)=y(k)+(h/24)*
59*feval (f,x(k-1)

¥y (k=1))+37*feval (£, x(k-2)

(55*feval (£f,x(k),y(k))-

(k=2)) -

y(k-1))+261l6*feval (f,x(k-2),y(k

ry (k=2)) -
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9*feval (f,x(k-3),y(k=-3)));
v (k+1)=y (k) +(h/24)* (9*feval (f,x (k+1),z (k+1))+19*
feval (f,x(k),y(k))-5*feval (f,x(k-1),v (k-
1))+1l*feval (f,x (k-2),v(k=2)));

end

Programa AdBashMo5UV.m

function [y, x]=AdBashMob5UV (f,a,b,yi, M)

h=(b-a) /M;

x=a:h:b;

vy (1)=yi;

%$Aplica 4 pasos del metodo RK de 4to orden
for k=1:4

kl=h*feval (f,x(k),yv(k));
k2:h*feval(f,x(k)+h/2 y(k)+k1/2);
k3=h*feval (f,x (k) +h/2,vy (k) +k2/2);
kd=h*feval (f,x (k) +h, v (k) +k3);

v (k+1)=y (k) + (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;

z (k+1)=y (k+1);

end

%Inicia el metod predictor Adamas-Bashforth

for k=5:M
z (k+1)=y (k) +(h/720)* (1901 *feval (f,x(k),y(k))-
2774*feval (£,x(k-1),y(k-1))+2616*feval (f,x(k-2),y(
1274*feval (f,x (k-3),y (k=-3))+251*feval (f,x (k-4), (k
y(k+1)=y(k)+(h/720)*(251*feval(f,x(k+1),z(k+1))
646*feval (f,x(k),y(k))-246*feval (f,x(k-1),y (k-

1)) +106*feval (f,x(k-2),v (k-2))-19*feval (f,x(k-3),y(k=-3)));

end
Programa MilneSimUV.m

function [y,x]=MilneSim4UV(f,a,b,yi, M)

=(b-a) /M;

x=a:h:b;

y(1l)=yi;

%Aplica 4 pasos del metodo

for k=1:3
kl=h*feval (f,x(k),y(k));
k2=h*feval(f,x(k)+h/2 v (k)+k1/2);
k3=h*feval (f,x(k)+h/2,vy(k)+k2/2);
kd=h*feval (f,x (k) +th,y (k) +k3);
v (k+1)=y (k) + (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
z (k+1)=y (k+1);

end

%Inicia el metod predictor Adamas-Bashforth

k-2
4)

)) -
))
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for k=4:M
z (k+1)=y (k=3)+(4*h/3) * (2*feval (f,x(k),y(k)) -
feval (f,x (k-
1), y(k-1))+2*feval (f,x(k-2),y(k-2))); y(k+1l)=y (k-

1)+ (h/3)* (feval (f,x(k+1),z (k+1))+4*feval (f,x(k),y(k))
+feval (f,x(k-1),y(k=-1)));
end

Resultados:

Se muestran los resultados de error medio cuadratico y tiempo de cémputo
de cadamétodo segun el orden que se muestra.

Euler, Euler Modificado, Runge-Kutta 4, Adams-Bashforth 4, Adams-Bashforth
5, Adams-Bashforth-Moulton 4, Adams-Bashforth-Moulton 5, Milne.

ERMS=[Ecm1Ecm2Ecm3 Ecm4 Ecm5 Ecm6 Ecm7 Ecm8]
[6.3178e-003 2.1062e-006 1.1554e-013 4.3746e-012 7.8794e-015 3.3613e-
013 3.1711e-001 7.2162e-014]

TiempoFinal=[tiem1tiem2tiem3 tiem4 tiem5 tiem6 tiem7 tiem8]
[1.5600e-002 3.1200e-002 3.1200e-002 6.2400e-002 3.1200e-002 7.8001e-
002 7.8000e-002 4.6800e-002]

Enforma graficatenemos:

Foe Ed view Insert Tools Deskizp Windew Help .

i
Dds | kAR08 EL-2 0H nD

Modelo de crecimienta pablacianal de Malthus: k=01, h=0.01, Po=10
T T T

Figura 3.22.
Modelo de crecimiento poblacional de Malthus
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3.7.6. Deflexion de una Vigaen Voladizo

Formulacién del caso:

Unaviga dealuminiode 100in delongitud, secciénde 3indeanchoy0.8inde
alto, esta empotrada en uno de sus extremos y es sometida en el otro a una
carga P, hallarla deflexién y en el extremo libre, asi como la curva elasticadela
viga.

LETS

]

(L—x) [1 + (d—i]] _ (3.111)

Donde, P=carga aplicada en el extremo de la viga con una magnitud de 64
libras, E=md&dulo de elasticidad igual a 10” Ib/in?, I=momento de inercia.

Solucion:
dy | (3.112)
dx y -z
d*y P . (3.113)
R S A 273/2
=y =5 x)[1+ (2)7]
Porlotanto, tenemos:
F=rz, (3.114)
P " i
G =—(L—x)[1+(z)%]3"

Como en todo método numérico buscamos un valor inicial o condicion de
frontera apoyado en condiciones fisicas del problema, podemos decir que el
extremo empotrado de la deflexién en los tres ejes es cero, por ello x,=y,=z,=0.
Ademas, debemos definirlalongitud H de intervalo para el proceso de célculo,
La solucién en Excel se muestra a continuacion:
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F z ey =hf(x,, Yo, 22) 0 20 40 60 80 100 120
P pamip 0
= 273/2

G =gi-ak+@] Ly = hg(xs, ¥a . 2)

2
H 10 pulg it Ky 1
L 100 pulg k;:h]"(.\n+§‘}'ﬂ+? z, +?] 4
E 1.00E+07 b h :: K, L, 6
1 0.128 3 0.8 Li=hglt, 45, %+ 5, 2 +5)

8
. = e L
K=P/El 5.00E-05 R =hf(ta 45, n+ 5 2 +5) 10

h k L
1 _ . )
1= Vo 42Uy + 2hs + ks + k) by =hglxe +5. % t5 . 2 +5) "
lz—é; Be= R0, th, v, thy, B H L) 16
L =2, + = (L + 2Ly + 2Ly + Ly)

Ly = hg(x, + h, Zo + L3) 18

Yo+ ks,
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
Y 0 0.2418 0.9353 20337 34908 5.2597 7.2922 95386 119473 144652  17.0380
z 0 0.0476 00904 01285 01621  0.1909 02148 02336 02472 0.2554
K1 0 0.4755 0.9037 1.2855 1.6209 1.9089 2.1479 2.3363 24723 2.5545
1 0.0500 0.0452 0.0405 00359 00312 00264 00214 00162 00109 00055
K2 0.2500 0.7013 1.1061 1.4648 1.7768 2.0407 2.2549 2.4175 2.5269 2.5820
L2 0.0475 0.0428 0.0382 0033 00283 00239 0.0189 00136 00082  0.0028
K3 02377 0.6896 1.0946 1.4533 1.7649 2.0285 2.2422 2.4043 25134 2.5682
13 0.0475 0.0428 0.0382 00335 00283 00239 0.0183 00136 00082  0.0028
Ka 04754 09036 1.2854 1.6208 1.9088 2.1479 2.3363 24723 2.5545 2.5820
4 0.0452 0.0405 0.0359 00312 00264 00214 00162 00109 00055  0.0000
Figura 3.23.

Solucién Excel para la viga en voladizo

De la misma forma se elaboré un programa en MATLAB para la solucién de la
ecuaciondiferencial delaviga en voladizo usando el método Runge-Kutta.

SVIGA VOLADIZO METODO RUNGE-KUTTA
clear, clc
format short

P=64;

b=3;

h=0.8;

I=(b*h"3)/12;

L=100;

E=10"7;

R=P/ (E*I);

H=1;

x(1)=0;

y(1)=0;

z (1)=0;

for i=1:H:L

K1 (i)=H*z (1) ;
L1(1)=H*R*(L-x(1))*(1+(z(i))"2)"(3/2);

K2 (1)=H* (z (1)+L1(1)/2);

L2 (1)=H*R* (L-(x (1) +H/2) ) * (1+ ((z (1)+L1 (i) /2)"2)"(3/2));
K3 (1)=H* (z(1)+L2(1)/2);

L3 (1)=H*R* (L-(x(1)+H/2) ) * (1+((z (1)+L2(1)/2)"2)"(3/2));
K4 (1)=H* (z (1) +L3 (1)) ;

L4 (1)=H*R* (L-(x (1) +H) ) * (1+ ((z (1) +L3 (1)) "2)"(3/2));
x(1+1)=x(1i)+H;

yv(i+1l)=y (i) +(1/6) * (K1 (1)+2*K2 (1) +2*K3 (1) +K4 (1)) ;

z (1+1)=z(1)+(1/6) * (L1 (1)+2*L2 (1) +2*L3 (1) +L4 (1)) ;

X (1)=x(i+1);

y(i)=y(i+1l);
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z(1)=z(i+1);

def=y (i) ;

[1,def]

end

plot (x,v)

set (gca, 'YDir', 'reverse')

grid

xlabel ('Longitud de la Viga (pulg) ')
ylabel ('Deflexion (pulg) ')

title ('CURVA DE ELASTICA DE DEFLEXION METODO RUNGE-KUTTA')
h = legend('flechas calculadas"',1);

) Figure 1
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

NEEe kAR ODEL- |3 0E) =D

CURVA DE ELASTICA DE DEFLEXION METODO RUNGE-KUTTA
0
LT flechas calculadas

2

Deflexion(pulg)

50
Longitud de Ia Viga (pulg)

T 3 ECUACIONES DIF... | g PROBLEMIAS RESUE T MATLAB 78 (R2D. ) Figure1 <PFrREQW AWEO M

Figura 3.24.
Solucion MATLAB para la viga en voladizo

3.7.7. Movimiento Amortiguado
Formulacién del caso:
Cuando un cuerpo sujeto a un resorte se mueve en un medio que produce
friccion sobre el cuerpo, entonces decimos que el movimiento se efecttia con
amortiguamiento. Supongamos que el amortiguamiento es directamente
proporcional alavelocidad, entonces porlasegundaley de Newton tenemos:

con carga y
con movimiento

PE:z=0

Hliquido
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dx dx
E——— —F— 3.115
m—— klx + s} + mg — 8 pr ( )

Donde f es la constante de friccion o constante de amortiguamiento. Esta
ecuacion se puede escribircomo:

d*x dx (3.116)
— 42—+ wix =0
T + m + wox

Donde 24 =% > Oy w?=k/m
m

Resolver la EDO para los siguientes casos y reproducir las funciones
mostradas. Asumir las constantes necesarias paralograrloscasos 1,2y 3.

- Caso01:Cuando A — w?® = 0,estamos en un caso de un movimiento
sobreamortiguado.

- Caso 02: Cuando A — w® =10, estamos en un caso de movimiento
criticamente amortiguado.

- Caso 03: Cuando A — w?* < 0, estamos en caso de un movimiento
subamortiguado.

Solucidn:
Paralasolucién del caso emplearemos el método de Runge-Kutta extendido.

Caso 1: Movimiento sobre amortiguado con 4=0.2, A=5, =3, x()=G, x(0)=3 y
z=0. El coeficiente de amortiguamiento () es mayor respecto a la constante
del resorte, por lo tanto, presenta un movimiento suave y no oscilatorio. La
funciénx() sera:

x(t) = C Pt + C et (3.117)
t X z k1 11 k2 12 k3 13 k4 14
0 3 0 0 -5.4 -0.54 0 0 -4.914 -0.9828 4.428
0.2 2.6562 -1.8 -0.36 -1.18116 -0.478116 0.324 -0.3276 -1.0748556 -0.57497112 1.5582312
0.4 2.23179948 | -1.98744 -0.397488 -0.04235906 -0.40172391 0.3577392 -0.36171408 -0.03854675 -0.40519735 0.68581978
0.6 1.84353926 | -1.77379906 | -0.35475981 0.22922746 -0.33183707 0.31928383 -0.32283143 0.20859699 -0.31304041 0.39313006
0.8 1.51401639 | -1.49411254|-0.29882251 0.26299557 -0.27252295 0.26894026 -0.27192848 0.23932597 -0.25095731 0.2738149
1 1.24090261 | -1.23522205 | -0.24704441 0.2368194 -0.22336247 0.22233997 -0.22481041 0.21550566 -0.20394328 0.21046683
1.2 1.01634703 | -1.0147258 |-0.20294516 0.20002694 -0.18294247 0.18265064 -0.1846801 0.18202452 -0.16654026 0.16840208
1.4 0.83222528 | -0.83176258| -0.16635252 0.16551966 -0.14980055 0.14971726 -0.15138079 0.15062289 -0.13622794 0.1367593
1.6 0.68140142 | -0.68126937| -0.13625387 0.13601618 -0.12265226 0.12262849 -0.12399102 0.12377472 -0.11149893 0.11165058
1.8 0.55789486 | -0.55785717|-0.11157143 0.1115036 -0.10042107 0.10041429 -0.10153001 0.10146827 -0.09127778 0.09132106
2 0.45676963 | -0.45675888| -0.09135178 0.09133241 -0.08221853 0.0822166 -0.08313012 0.0831125 -0.07472928 0.07474163
2.2 0.37397324 | -0.37397017| -0.07479403 0.07478851 -0.06731518 0.06731463 -0.06806257 0.06805754 -0.06118253 0.06118605
2.4 0.30618456 | -0.30618369 | -0.06123674 0.06123516 -0.05511322 0.05511306 -0.05572543  0.055724 -0.05009194 0.05009294
2.6 0.25068357 | -0.25068332| -0.05013666 0.05013621 -0.04512304 0.045123  -0.04562436 0.04562395 -0.04101187 0.04101216
2.8 0.20524301 | -0.20524294| -0.04104859 0.04104846 -0.03694374 0.03694373 -0.03735421 0.0373541 -0.03357777 0.03357785
3 0.1680393 | -0.16803928]-0.03360786 0.03360782 -0.03024707 0.03024707 -0.03058315 0.03058311 -0.02749123 0.02749126
3.2 0.13757937 | -0.13757937| -0.02751587 0.02751586 -0.02476429 0.02476429 -0.02503945 0.02503944 -0.02250799 0.02250799
3.4 0.11264082 | -0.11264082| -0.02252816 0.02252816 -0.02027535 0.02027535 -0.02050063 0.02050063 -0.01842804 0.01842804
3.6 0.09222279 | -0.09222279] -0.01844456 0.01844456 -0.0166001 0.0166001 -0.01678455 0.01678455 -0.01508765 0.01508765
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Caso 2: Movimiento criticamente amortiguado con A=1, /=2, =2, x(1)=G,
x(0)=1y z=0. Estamos en un caso de movimiento criticamente amortiguado,
cuando existe una pequefa disminucién de la fuerza de amortiguamiento
origina un movimiento oscilatorio.La funcion x(z) sera:

— Pyt Pat
x(t) = C,e™1f + C,e™ (3.118)
t X z k1 11 k2 12 k3 13 k4 14

0 1 0 0 -4 -2 4 2 -8 -8 20
1| -0.33333333| 1.33333333| 1.33333333 -4 -0.66666667 1.33333333 2 -5.33333333 -4 9.33333333
2| -0.33333333 o 0. -2.22222222 -0.22222222 0.44444444 111111111 -2.66666667 -1.77777778 4
3] -0.18518519| 0.44444444| 0.44444444 -1.03703704 -0.07407407 0.14814815 0.51851852 -1.18518519 -0.74074074 1.62962963
4| -0.08641975| 0.19753086| 0.19753086 -0.44444444 -0.02469136 0.04938272 0.22222222 -0.49382716 -0.2962963 0.64197531
5| -0.03703704| 0.08230453| 0.08230453 -0.18106996 -0.00823045 0.01646091 0.09053498 -0.19753086 -0.11522634 0.24691358
6| -0.01508916| 0.03292181| 0.03292181 -0.07133059 -0.00274348 0.00548697 0.03566529 -0.07681756 -0.04389575 0.09327846
7| -0.00594422| 0.01280293| 0.01280293 -0.02743484 -0.00091449 0.00182899 0.01371742 -0.02926383 -0.01646091  0.0347508
8| -0.00228624| 0.00487731| 0.00487731 -0.01036427 -0.00030483 0.00060966 0.00518214 -0.01097394 -0.00609663 0.01280293|
9| -0.00086369| 0.00182899| 0.00182899 -0.0038612 -0.00010161 0.00020322  0.0019306 -0.00406442 -0.00223543 0.00467408|
10{ -0.00032177| 0.0006774( 0.0006774 -0.00142255  -3.387E-05 6.774E-05 0.00071127 -0.00149029 -0.00081288 0.00169351
11| -0.00011855| 0.00024838| 0.00024838 -0.00051934 -1.129E-05 2.258E-05 0.00025967 -0.00054192 -0.00029354 0.00060966
12| -4.3279E-05 9.032E-05 9.032E-05 -0.00018817 -3.7634E-06 7.5267E-06 9.4084E-05 -0.00019569 -0.00010537 0.00021827
13| -1.5681E-05| 3.2616E-05| 3.2616E-05 -6.774E-05 -1.2545E-06 2.5089E-06 3.387E-05 -7.0249E-05 -3.7634E-05 7.7776E-05
14| -5.645E-06| 1.1708E-05( 1.1708E-05 -2.4253E-05 -4.1815E-07 8.363E-07 1.2126E-05 -2.5089E-05 -1.3381E-05 2.7598E-05
15[ -2.0211E-06| 4.1815E-06( 4.1815E-06 -8.6418E-06 -1.3938E-07 2.7877E-07 4.3209E-06 -8.9205E-06 -4.739E-06 9.7568E-06
16| -7.2015E-07| 1.4868E-06( 1.4868E-06 -3.0664E-06 -4.6461E-08 9.2922E-08 1.5332E-06 -3.1594E-06 -1.6726E-06 3.4381E-06
17| -2.5554E-07| 5.2656E-07| 5.2656E-07 -1.0841E-06 -1.5487E-08 3.0974E-08 5.4205E-07 -1.1151E-06 -5.8851E-07 1.208E-06
18| -9.0341E-08| 1.8584E-07| 1.8584E-07 -3.8201E-07 -5.1623E-09 1.0325E-08 1.9101E-07 -3.9234E-07 -2.0649E-07 4.2331E-07
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Caso 3: Movimiento subamortiguado con #=0.5, A=3, =5, x(/)=G, x(0)=1y z=0.
Estamos en un caso de movimiento criticamente amortiguado, el coeficiente
de amortiguamiento es pequefo en comparaciéon a la constante del resorte, lo

cual genera raices complejasen P1 y P2 por el coeficiente de e~ |as
amplitudes de vibracién tienden a cero. La funcion x(z) sera:
x(t) = e~ (Creosy w® — A%t + Coseny w® — A2 1) (3.119)
t X z k1 11 k2 12 k3 13 k4 14
0| 1 0| 0 -12.5 -3.125 6.25 1.5625 -2.34375 -1.171875 -25

0.5| 0.28385417( -4.94791667| -2.47395833 11.2955729  0.3499349 9.81445313 -0.02034505 -5.61319987 -5.28055827 28.3894857,
1] -0.89870199| 3.06667752| 1.53333876 2.03374227 2.04177433 -10.6002384 -1.11672084 5.1730103 4.11984391 0.47372182
1.5| 0.35184629| 1.67551217| 0.83775609 -9.42461513 -1.5183977 -0.52366798 0.70683909 0.85087243  1.2631923 -20.8127211
2| 0.43148482| -3.25497571| -1.62748785 4.37136689 -0.53464613 7.98611565 0.36904106 -4.26626825 -3.76062198 12.5571584
2.5| -0.52173518| 0.80639431| 0.40319715 4.10250681 1.42882386 -4.57123562 -0.73961175 2.02921113 1.41780272 7.26002028
3| 0.01150217( 1.85280733| 0.92640366 -5.7021991 -0.49914611 -2.93892335 0.19167283 1.82584912 1.83932822 -13.5756568
3.5| 0.36996639| -1.7311934 -0.8655967 0.56900033 -0.72334662  5.1254792  0.4157731 -2.59830212 -2.16474776 3.16674292
4| -0.23761553| -0.26617716( -0.13308858 3.76872556 0.80909281 -1.05255915 -0.39622837 0.29073423 0.01227853 7.84937748
4.5| -0.12012905| 1.4162317| 0.70811585 -2.74708194 0.02134537 -3.0521831 -0.05492992 1.69778417 1.55700794 -7.1538104
5| 0.24619673| -0.68538333( -0.34269167 -1.02130908 -0.59801893 2.65247745  0.3204277 -1.26240691 -0.97389512 -1.23943456
5.5| -0.06576482| -0.59881709| -0.29940855 2.61851149 0.35521933 0.56204766 -0.15889663 -0.4446808 -0.52174894 5.93876177
6| -0.1371835| 0.86651741| 0.4332587 -0.88475847 0.21206909 -2.26548766 -0.13311321 1.18804124 1.02727932 -2.78496703
6.5| 0.13255813| -0.10425232( -0.05212616 -1.34421965 -0.38818107 0.99789832 0.19734842 -0.41493543 -0.25959387 -2.56626862
7| 0.01699391| -0.5616794 -0.2808397 1.47261438 0.08731389 1.01894094 -0.02610447 -0.60150887 -0.58159413 3.60344681
7.5] -0.10634192| 0.42347482| 0.21173741 0.05884959 0.22644981 -1.35278361 -0.12645849  0.6727137 0.54809426 -0.37856038
8| 0.05362713| 0.14349972( 0.07174986 -1.10083825 -0.2034597  0.1019825 0.09724548 0.01781114 0.08065543 -2.36984023
8.5| 0.04362327( -0.39501548| -0.19750774 0.63975556 -0.03756885 0.91454559 0.03112866 -0.49725752 -0.4461365 1.74241989
9| -0.0657975| 0.14110979| 0.07055489 0.39913938 0.17033974 -0.64053778 -0.08957955 0.29532268 0.21821623 0.63291574
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Figura 3.27.

Solucién Excel del movimiento sub amortiguado usando RK extendido

La solucion MATLAB se muestra a continuacion:

ARCHIVO m

SMOVIMIENTO AMORTIGUADO

clear, clc

format short

W=input ('ingrese la friccion del liquido: '); %2
G=input ('ingrese el valor de landa : "); %5

L=input ('ingrese el numero de interaciones: '); %100
H=input ('ingrese el salto: "); %$0.2

t=input ('ingrese el tiempo inicial: '"); %0
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xin=input ('ingrese el x inicial: '"); %3
zin=input ('ingrese el z inicial: "); %0
x(1)=t;
vy (1l)=xin;
z(1l)=zin;
for i=1:1:L
K1 (1i)=H*z (1) ;
L1 (1)=H* (=2*G* z (1) -W"2* y(1));
K2 (i)=H* (z (i) +L1 (1) /2) ;
L2 (1)=H* (=2*G* (z (1) +L1 (1) /2)-W"2* (y(i)+K1(1i)/2)
K3 (1)=H* (z(1)+L2(1)/2);
L3 (1) =H* (-2*G* (z (1)+L2 (1) /2)-W"2* (y(1)+K2(1)/2));
K4 (1)=H* (z (1)+L3 (1)) ;
L4 (i) =H* (-2%G* (z (1) +L3 (1)) -W 2* (y(i)+K3(i)));
X (14+1)=x(1)+H;
yv(i+1l)=y (i) +(1/6) * (K1 (1) +2*K2 (1) +2*K3 (1) +K4 (1))
z(1+1)=z(1)+(1/6)* (L1 (1)+2*L2 (1)+2*L3(1)+L4 (1)) ;
x(1)=t;
y(1l)=xin;
z(1l)=zin;
X (1)=x(i+1);
y(i)=y (i+1);
z(1i)=z (i+1) ;
def=y (1) ;
[1,def]
end
plot(x,vy)
grid

xlabel ('t")

ylabel ("X (t)")

title ('CURVA DE MOVIMIENTO AMORTIGUADO"')

h = legend ('flechas calculadas',10);

function pushbuttonl Callback (hObject, eventdata, handles)
W=str2double (get (handles.editl, 'string')); %2,2,5

112

G=str2double (get (handles.edit2, "'string')); %5,2,3
L=str2double (get (handles.edit3, 'String')); %100, 25,50
H=str2double (get (handles.edit4, strlng y); $0.2,1,0.5
to=str2double (get (handles.edit5, 'string')); %0,0,0
xo=str2double (get (handles.edit6, "'string')); %3,1,1
zo=str2double (get (handles.edit7, 'string')); %0,0,0

for i=1:1:L

x(1l)=to;

y(1l)=x0;

z(1l)=zo0;

Kl (i)=H*z (1)

L1 (i)=H* (-2*G* z(') —“Wh2* y (1
K2 (1)=H* (z(1)+L1(1)/2);

L2 (1)=H* (-2*G* (z ( )+L1 ) /2)
K3 (1)=H* (z(1)+L2(1)/2)

))

—WA2*% (y(i)+K1(i)/2)



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

L3 (1)=H* (-2*G* (z (1)+L2(1)/2)
K4 (i)=H* (z (1i)+L3 (1))
L4 (1)=H* (-2

X (1+1)=x (1) +H;
y(i+1)=y (1)
z(1+1)=z (1)

X (1)=x(i+1);

y (i)=y (i+1);
z(1)=z(i+1);
MovAm=y (1) ;
[i,MovAm] ;

end

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

—WA2*% (y(i)+K2 (i) /2)
*G* (z (1) +L3 (1)) -W"2* (y(1)+K3(1)));

+(1/6)* (KL (1)+2*K2 (1) +2*K3 (1) +K4 (1))
+(1/6)* (L1 (1)+2*L2(1)+2*L3 (1) +L

set (handles.edit8, 'string',MovAm) ;

ARCHIVO .fig

Q

W=str2double (get (handles.editl,
G=str2double (get (handles.edit2,
L=str2double (get (handles.edit3,

H=str2double (get (handles.edit4,

to=str2double (get (handles.edith,
xo=str2double (get (handles.edito,
zo=str2double (get (handles.edit7,
for i=1:1:L

x(1l)=to;
y(1l)=x0;
z(1l)=zo;
K1 (i)=H*z (1) ;
L1(1i)=H* (=2*G* z (1) -W"2* y (1
K2 (1)=H*(z (i)+L1(1)/2);
L2 (i)=H* (-2*G* (z (1)+L1 ) /2)
K3 (1)=H* (z(1)+L2(1)/2
L3 (1)=H* (-2*G* (z (l)+L )/2)
K4 (i)=H* (z (1)+L3 (1))
L4 (i)=H* (-2*G* (z (1) +L
x(1+1)=x(1i)+H;
y(i+1)=y (1) +(
z(1+1)=z (1) +(
X (1)=x(i+1);
y (1) =y (i+1);
z(1i)=z (i+1);
MovAm=y (1) ;
[i,MovAm] ;
end
plot(x,vy);
grid;

xlabel ('t');

% ——— Executes on button press in pushbutton2.
function pushbutton2 Callback (hObject, eventdata, handles)
'string')); %2,2,5

'string')); %5,2,3

'string')), %100, 25,50

strlng y); $0.2,1,0.5
'string')); %0,0,0
Strlng )); %3,1,1
string')); %0,0,0

))
—WA2*% (y(i)+K1(i)/2)
—WA2* (y(i)+K2(1)/2)
3(1))-Wr2* (y(1)+K3(1)));

1/6)* (K1 (1)+2*K2 (1) +2*K3 (1) +K4 (1)) ;
1/6)* (L1 (1)+2*L2 (1) +2*L3 (1) +L4 (1))

4(1));
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ylabel ("X (t)");
title ('CURVA DE MOVIMIENTO AMORTIGUADO') ;
h=legend ('flechas calculadas"');

Corrida del programa MATLAB; en el Apéndice B se dan lineamientos basicos
paragenerarun programa en entorno GUIDE.

B Movimiento_Amortiguado — %
MOVIMIENTO AMORTIGUADO
G2-W'2=0 : G"2=W"2 Caso de un movimiento sobre-amortiguado
G2-W2 =0 : G"2=W"2 Caso de un movimiento criticamente amortiguado
G2-W2 <0 © G"2=W"'2 Casode un movimiento sub-amortiguado
W (friccion}= 3
CURVA DE MOVIMIENTO AMORTIGUADO
G (landa) = 5 3 i 4 .
25 ﬂeCI"ICI.S ca\cl.lladas ]
L (# iter)= s I H
H (salto}= 03
to= 0
x0= 3 .
Zo= 0 0 '
0 2 4 6 8 10
PROCESAR t
Respuesta de X(t}= 0.000153248 RESETEAR CERRAR
Figura 3.28.

Solucién MATLAB del movimiento sobre amortiguado usando RK extendido

B Movimiento_Amortiguado — %
MOVIMIENTO AMORTIGUADO
Gh2-We2=0 . G"2=W"2 Caso deun movimiento sobre-amortiguado
GM2W2=0 @ G"2=W"2 Caso de un movimiento criticamente amortiguado

G2-WAZ2<0 © G"Z<W'2 Caso de un movimiento sub-amortiguado

0 resione
T 2 CURVA DE MOVIMIENTO AMORTIGUADO
G (landa) = L
2 flechas calculadas
L (# iter)= 50 H T
H (salto)= 1 .
=
to= 0
x0= 1
zo= 0

PROCESAR GRAFICAR

Respuesta de X(t)= 13780222 RESETEAR CERRAR

Figura 3.29.
Solucién MATLAB del movimiento criticamente amortiguado usando RK extendido
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B Movimiento_Amortiguado — %
MOVIMIENTO AMORTIGUADO

Gh2-We2=0 @ G"2=W'2 Casodeun movimiento sobre-amortiguado

G"2We2 =0 : G"2=W"2 Caso deun movimiento criticamente amortiguado

G2WA2<0 © G"Z<W'2 Caso de un movimiento sub-amortiguade

W ifriccion)e
=, 5 GURVA DE MOVIMIENTO AMORTIGUADO
G (landa) = L
= 3
flechas calculadas
L= 50 05 f------- boeeeees - - —
H (salta)= 05 _ :
0 :
to= 0 |
o= ; o] A S :L ________________
z0= 0 4 E
0 5 10 15 20 25
PROCESAR t
Respuesta de X(t)= _0.000249796 RESETEAR CERRAR
Figura 3.30.

Solucién MATLAB del movimiento subamortiguado usando RK extendido

3.7.8. Velocidad de Caida de una Masa Esféricaen Medio Acuoso

Formulacién del caso:

La ecuacién mostrada describe la velocidad terminal de un objeto esférico de
masa m,y volumen V relacionados en un fluido de densidad »; w se refiere a la
velocidad vertical o de caida, g es la aceleracion de la gravedad, C, es el
coeficiente de arrastrey 4 es el area dela seccién transversal de la esfera.

dw .
my E = {m_g — 'r"lr’]g — 1{2 rlpdw- (3.120)

Para esferas pequenas (R,=wDr/m < 0.5), donde D es el didmetro de la esfera,
m la viscosidad del fluido, C, = 24/ R, y la velocidad terminal w,; es conocida
como laley de Stokes.

ln —rlgD®
L o 7Y 3.121

e 18m (3121)

Donde r, es la densidad de la esfera, realizar un calculo usando D=3x10" m,
r=2650kg/m? r=1000kg/m*ym=0.001 Pa-s.

Solucién:
Seelaboré un programa stoks.m para ode23y ode45.

[t,w]=0de23 ('wstoks', [0 0.001],0);
[t2,w2]=0ded5 ('"wstoks', [0 0.001],0);
opt=odeset ('RelTol',1le-06); %$reset tol value
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[t3,w3]=0de23 ('wstoks', [0 0.001],0,0pt);

$calcula Stokes

rho=1000; rhos=2650; mu=1.3e-3; g=9.81; D=.3e-4;

ws= (rhos-rho) *g*D.”2/ (18*mu) ;

%check numero de Reynolds < 0.5 se requiere para la ley Stokes
Rd=ws*D*rho/mu;

if Rd>0.5, fprintf ('Stokes egn invalid'), end;

%check numero de Reynolds para la particula < 800 es requirido
if Rd>800, fprintf ('Coeficiente de arrastre invalido'), end;

plot(t,w,'-b',t2,w2,"'-r',t3,w3, '-g',max(t),ws,"*")
xlabel ('t (s)'); ylabel ('w (m/s)")
legend ('ode23', 'oded5', 'ode23, rtol=le-6"', 'exacto")

Programa funcién wstoks.m
function wp=wstoks (t,w)

rho=1000; rhos=2650; mu=1.3e-3; g=9.81;

D=.3e-4; V=pi/6*D."3; A=pi/4*D."2; ms=rhos*V;
Rd=rho*D*w/mu; Cd=0;

if w~=0, Cd=24/Rd* (1+0.150*Rd"0.687); end; %let Cd=0 if w=0
a=g* (ms-rho*V) /ms; b=0.5*rho*Cd*A ./ms;

wp=a-b*w."2;

Losresultados se muestran en las siguientes curvas:

x10*

8

T

ode23

oded5

~ ode23, rtol=1e-6
+ exacto ES

7

6

w (m/s)
»
T
1

0 r r c c r r r c c
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

t(s) x 10°
Figura 3.31.
Resultados MATLAB para la velocidad de caida de una masa esférica en medio acuoso

3.7.9. Modelo Lotka Volterra (Depredador-Presa)
Planteamiento del caso:
Una sola ecuacién puede describir una poblacién en un ambiente, pero si nos
interesa estudiar dos poblaciones en un mismo medio, el modelo que
utilizaremos debe tener en cuenta que ambas especies interactian vy
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compiten en el mismo ambiente. El modelo demografico de estas
poblaciones x(?) y y(t) podria ser un sistema de dos ecuaciones diferenciales
de primer orden escritas de la siguiente manera:

dx 3.122
e gt x,y) ( )
dy

-V = p t_. Iy

- g-(t. x, v)

A continuacion, podemos diferenciar tres casos de este tipo de modelos,
segun larelacién que existe entre las dos especies, modelo depredador-presa,
modelo de competenciay modelo de cooperacidén entre especies.

Nos ocuparemos de resolver un modelo depredador-presa a través del
método de la matriz exponencial (resoluciéon de forma analitica), como del
método numérico de Runge-Kutta (resolucion de forma numérica), para
poder comparar los resultados; sin embargo, a razén de que el método de la
raiz exponencial solo puede aplicarse a sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales, el crecimiento poblacional no se comportara en forma proporcional a
ambas poblaciones para resolverlo por este método exacto. Por lo tanto,
usaremos el modelo depredador-presa lineal con coeficientes constantes a
efecto de contar conlasolucién exacta.

En el caso de la especie presa y(?), se supondra que su poblacién disminuye si
la poblacién de la especie depredadora x(z) aumenta, a lo que se le llama
efecto cruzado negativo, mientras que la especie depredadora incrementa su
poblacién cuando hay abundancia de presas. El sistema general de
ecuaciones que gobierna el crecimiento relativo de las dos especies sera:

ax

i gt x.y) =ax + by, o x(t =01 = x, (3.123)
dy
e gt xy) = —kx+ hy, o eyt =0) =y,

Siendo todos los pardmetros (g, b, h y k) positivos, el sistema de ecuaciones
particularjunto conlosvaloresiniciales sera:

dx (3.124)
— =4x 42y :

n X+ 2

dy

- FEY
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Donde x(7) representa la poblacidon de la especie depredadora y y(?) la
poblacion de las presas, siendo las condiciones iniciales xo=100 y 10=400. La

forma matricial sera:
dxfrit]_ 4 2 (3.125)
dy/dt _[—1 1”:|

La solucién analitica del sistema planteado es:

x(t)] _ [—900 ¢ + 1000 &*][* 3.126
y(ﬂ] _[ 900 :“irsnn E-.-ff ”}] ( )

La solucién numérica en hoja de calculo la planteamos con Runge-Kutta de
cuartoorden.

t X y ml k1 m2 k2 m3 k3 mé k4
0.0000 100 400 30 7.5 31.6875 7.21875 31.7648438 7.19414063 33.5361914 6.88573242
0.0250 131.740146 407.201919 33.5341106 6.88654431 35.3829797 6.55344973 35.4670958 6.52617519 37.4071289 6.1630213
0.0500 167.180378 413.736722 37.4048739 6.16390858 39.4292153 5.77339651 39.5206696 5.74321085 41.6441014 5.31947211
0.0750 206.671836 419.489487 41.6416579 5.32044129 43.8567519 4.86642608 43.9561562 4.83306222 46.2789267 4.34236394
0.1000  250.596236 424.333118 46.2762795 4.34342205 48.698679 3.81926133 48.806695 3.78242932 51.3460704 3.2178154
0.1250  299.368419 428.127221 51.3432029 3.21897005 53.9908373 2.61741714 54.1081802 2.5768023 56.8828611 1.9306856
0.1500 353.439102 430.716903 56.8797554 1.93194503 59.7720418 1.2450974 59.8994849 1.20035823 62.9297218 0.46446686
0.1750  413.297857 431.931457 62.9263586 0.46584 66.0843225 -0.31491648 66.2227018 -0.36415049 69.5304212 -1.19883131
0.2000 479.476329 431.582936 69.5267797 -1.19733481 72.9731853 -2.08138624 73.1234043 -2.13551695 76.7323442 -3.07880784
0.2250  552.551712 429.464611 76.7284018 -3.07717752 80.4878925 -4.07474727 80.6509277 -4.13421052 84.5867841 -5.19680598
0.2500  633.150517 425.349295 84.5825164 -5.19503055 88.6817665 -6.31724988 88.8586735 -6.38251825 93.1492579 -7.57606034
0.2750  721.952626 418.987524 93.1446388 -7.57412755 97.6125175 -8.83311213 97.8044368 -8.90469792 102.479848 -10.2418559
0.3000 819.695692 410.10559 102.474849 -10.2397525 107.342597 -11.6486851 107.550761 -11.7271436 112.643568 -13.2217002
0.3250 927.179881 398.403405 112.638158 -13.2194119 117.939581 -14.7926315 118.165322 -14.8785645 123.710762 -16.545509
0.3500 1045.273  383.552186 123.704909 -16.5430204 129.476579 -18.2961195 129.721335 -18.3901791 135.757534 -20.2458083
0.3750  1174.91605 365.191948 135.751202 -20.2431025 142.032685 -22.1930313 142.298011 -22.2959239 148.866207 -24.3579508
0.4000 1317.12918 342.928788 148.859357 -24.3550098 155.69345 -26.5201894 155.981025 -26.6326803 163.125826 -28.9203525
0.4250 1473.0182 316.331937 163.118417 -28.9171566 170.551409 -31.3176013 170.863048 -31.4405193 178.632696 -33.9747458
0.4500 1643.78154 284.93058 178.624683 -33.971274 186.706635 -36.6287235 187.044297 -36.762966 195.490964 -39.5664556
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0000 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
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Figura 3.32.
Solucidn Excel para la evolucidn de la poblacién Depredador-Presa
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La soluciéon con MATLAB posee gran versatilidad para tratar estos problemas
de sistemas dindmicos por diversos medios. (a) Mediante el uso de matrices
exponenciales. (b) Mediante el uso de comandos enlatados ODE Solvers. (c)
Mediante la creacién de un propio programa que implemente el algoritmo
Runge-Kutta.

$Resolucidn de un sistema de ecuaciones método de la matriz
exponencial

clear, clc

A=[4 2; -1 1]; %Matriz de coeficiente

C=[100 4007]; %condiciones iniciales
to=0; %valor inicial del tiempo

tf=0.5; $valor final del tiempo

h=0.025; %$longitud del paso

k=(tf-to) /h; $calculo del numero de iteraciones
g=C

t

ab=[to,C];

for i=1:k
to=to+h;
w= (expm (A* (to))*C")"';
g=[g;w];

tab2=[to,w];
tab=[tab;tab2];
end
u=0:h:tf;
plot(u',qg)
legend ('Depredador', 'Presa');
tab

2500 T T T T T T T T
Depredador
Presa

2000

1500

1000

500

r r r r r r r r

0 c
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

Figura 3.33.
Solucién MATLAB para la evolucién de la poblacién Depredador-Presa
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MATLAB cuenta con comandos predeterminados para resolver cualquier tipo
de ecuaciones diferenciales como, por ejemplo, el ode45. A continuacion,
mostramos la creacién de un sistema para utilizarlo en la representacién grafica.

function dy=dpl (t,y)
dy=[4*y (1)+2*y(2); -y (1)+y(2)];

[t,y]=0ded5('dpl', [0 0.5],[100;4007]);
plot(t,y(:,1),t,y(:,2))

xlabel ('tiempo t'");

ylabel ('solucion y');

legend ('yl:Depredador', 'y2:Presa');
sol=[t,v]

2500

T T T
— y1:Depredador
y2:Presa

2000

1500

solucion y

1000

500

0
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
tiempo t

Figura 3.34.
Solucion MATLAB ode45 para la evolucidn de la poblacion Depredador-Presa

3.7.10. Balance de Masa en Estado No Estacionario

Planteamiento del caso:

Untanque contiene 100 kg de una solucion de salmuera al 60 % (60 % de sal) y
se llena con una solucion de sal al 10 % a una velocidad de 10 kg/min. La
solucion se saca del tanque a la velocidad de 15 kg/min. Suponiendo un
mezclado completo, encuentre los kilogramos de sal en el tanque después de
10 minutos deiniciado el proceso.

10 kg/min, 10 %

h 4

100 kg de
salmuera 60%

———® |5 kg/min
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Sea Clos kilogramos de sal en el tanque al tiempo 7; la ecuacién de balance de
masa en el tanque sera:

[F{uju de sal [F{uju desal] ["gfﬂﬂf‘f{“d_ﬁfﬁ’ (3.127)
t - = | GCUMULAC 1O
qie e que sale de sal
15C dc
0.1}(10) — =
(0.1(10) (100 — (15 —10)¢)  dt
dc ic ; de _ . 3€
aw T s L = 1 p—

Solucién:

Se elaboré una solucién Excel para la ecuacion de balance de masa en estado
no estacionario practicando el uso de los métodos RK1, RK2, RK3, RK4, RK de
orden superior. Los resultados se muestran como ejemplo para el método
Runge-Kutta de primer orden.

Tiempo C K1 K2 K3 K4
0.000 60.00000 -2.00000 -1.97642 -1.97664 -1.95341
0.250 58.02334 -1.95342 -1.93013 -1.93035 -1.90741
0.500 56.09297 -1.90742 -1.88442 -1.88465 -1.86200
0.750 54.20830 -1.86201 -1.83931 -1.83953 -1.81718
1.000 52.36875 -1.81719 -1.79477 -1.79500 -1.77294
1.250 50.57373 -1.77295 -1.75083 -1.75105 -1.72929

1.500 48.82266 -1.72930 -1.70747 -1.70769 -1.68622
1.750 47.11494 -1.68623 -1.66470 -1.66492 -1.64374
2.000 45.45000 -1.64375 -1.62251 -1.62273 -1.60185
2.250 43.82725 -1.60186 -1.58091 -1.58113 -1.56054
2.500 42.24609 -1.56055 -1.53989 -1.54011 -1.51982
2.750 40.70596 -1.51982 -1.49946 -1.49968 -1.47968

3.000 39.20625 -1.47969 -1.45962 -1.45984 -1.44013
3.250 37.74639 -1.44014 -1.42036 -1.42058 -1.40116
9.500 12.48516 -0.64180 -0.62934 -0.62957 -0.61747
9.750 11.85557 -0.61748 -0.60532 -0.60555 -0.59373

10.000 11.25000 -0.59375 -0.58188 -0.58211 -0.57059
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0 2 4 6 8 10

—8—RK1 —@—RK2 —®—RK3 —@—RK4 —@—RKsuperior ®— ode45

Figura 3.35.
Solucién Excel para la ecuacion de balance de masa en estado no estacionario

En forma grafica se muestra la similitud de los resultados de los métodos RK,
del primer al cuarto orden, presentandose una diferencia sustancial al usar el
método RKde orden superior.

Asimismo, resolveremos la EDO usando MATLAB, siguiendo estos pasos:

- Determinarlacondicidoninicial C(0)=60.
- Establecerelarchivo"script" parafuncionyarchivo principal.
- Ejecucion.

Para archivo funcion tendremos (def.m):

function dC=def (t,C)
dC=1-3*C/ (20-t) ;

Archivo principal (def_ODEA45)
[t,C]l=0ded5('def', [0:.25:10],60);
plot(t,C)

grid

disp([t,C])

Losresultados se muestran en la siguiente curva:
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Figura 3.36.

Solucién ode45 para la ecuacion de balance de masa en estado no estacionario

3.7.11. Concentracion de Contaminantes
Formulacién del caso:
Un lago contaminado tiene una concentracion inicial de una bacteria de 10
partes/m’, mientras que el nivel aceptable es solo 5x10°. La concentracién de
la bacteria se reducird a medida que el agua dulce ingrese al lago. Encuentra la
concentracion del contaminante después de 7 semanas.

La ecuacion diferencial que gobierna la concentracion C del contaminante en
funciéndeltiempoes:

dC .
i 0.06 C=0,.....C0) =107 (3.128)

f0)=-0.06C

La ecuacion anterior presenta la siguiente solucion analitica:

Wolfram Mathematica
QNLI NE INTEGRATOR

HOW TO ENTER INPUT | RANDOM EXAMPLE
f -1/(0.06x) dx
FEampute Online With Mathematica'|

Traditional Form | Input Form | Gutput Form

1
[ s

0.06 x

—16.6667 log(x)

Time to compute: < 0.01 second

log(x): Log[x]: natural logarithm [properties]

Figura 3.37.
Integracion con Wolfram Mathematica, online integrator
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Lasolucién en Excel paraRunge-Kutta de primer orden resulta:

Tiempo C K1 K2 K3 K4
0.00 10000000.00 -2100000.00 -1879500.00 -1891076.25 -1700442.98
3.50 8105875.34 -1702233.82 -1523499.27 -1532882.83 -1378357.88
7.00 6570521.50 -1379809.51 -1234929.52 -1242535.72 -1117279.71
10.50 5325982.82 -1118456.39 -1001018.47 -1007183.96 -905653.01
14.00 4317175.28 -906606.81 -811413.09 -816410.76 -734111.04
17.50 3499448.46 -734884.18 -657721.34 -661772.39 -595061.26
21.00 2836609.30 -595687.95 -533140.72 -536424.45 -482349.24
24.50 2299320.13 -482857.23 -432157.22 -434818.97 -390986.28
28.00 1863800.24 -391398.05 -350301.25 -352458.84 -316928.60

31.50 1510773.24 -317262.38 -283949.83 -285698.74 -256898.37
35.00 1224613.95 -257168.93 -230166.19 -231583.84 -208238.62
38.50 992656.80 -208457.93 -186569.85 -187718.97 -168795.63
42.00 804635.23 -168973.40 -151231.19 -152162.66 -136823.63
1200000000
10000000.00
8000000.00
o
$
£ 6000000.00
g
g
S
400000000 |
2000000.00
L ]
L
0.00 9 o o o

Tiempo (semanas)

Figura 3.38.
Solucién Excel para el decaimiento de la concentracién del contaminante

Asuvezse practicaron diferentes soluciones obteniéndose:
12000000

10000000

8000000

6000000

4000000

2000000

0

0 2 4 6 8 10 12 14
—8—RK1 —@— RK2 RK3 —&— RK4
—@— RKsuperior ode45 —&— ANALITICO
Figura 3.39.

Solucién Excel para el decaimiento de la concentracién del contaminante usando paso de tiempo h=1 semana
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Figura 3.40.
Solucion Excel para el decaimiento de la concentracién del contaminante usando
paso de tiempo h=10 semanas
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Figura 3.41.
Solucién Excel para el decaimiento de la concentracion del contaminante usando
paso de tiempo h=15 semanas
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Segun estos resultados se puede concluir que existe una fuerte dependencia
de la seleccién del paso de tiempo 4. Asimismo, la solucién ode45 de MATLAB
daresultados fueradel comportamiento normal de los demas métodos.

La solucion ode45 en MATLAB se establecié de la siguiente manera. Para el
archivo funcién tendremos (def.m):

function dC=def (t, C)
dC=-0.06*C;

Archivo principal (def_ODE45)

[t,C]=0ded5('def', [0:3:36],10E06);
plot (t,C)

xlabel ('tiempo t');

ylabel ('concentracion C');

grid

disp([t,C])
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Figura 3.42.

Solucién MATLAB para el decaimiento de la concentracion del contaminante

3.8. ProblemasPropuestos
- Problema propuesto 1: Larapidez de flujo de calor (conduccién) entre dos puntos
sobre uncilindro calentado en un extremo esta dada por:
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dt dx

o _, dr

Donde "1" es una constante, "A" es la seccién transversal del cilindro, "Q" el flujo de
calor, "T" la temperatura, "' el tiempo y "x" la distancia desde el extremo calentado.
Como laecuaciéninvolucradosvariables, la simplificaremos haciendo:

dl ~100.(L —x)(20—-7)
dx 100— xt

Donde "L" es la longitud del cilindro. Combinar las dos ecuaciones y calcular el flujo
de calor desde =0 hasta 25 segundos. La condicién inicial es Q(0)=0, y los
parametros A=0.40 cal/cm-s, 4=10 cm? L=20 cmy x=2.5 cm. Grafique sus resultados.

- Problema propuesto 2: Un cable cuelga de dos soportes:"4"y "B", dicho cable esta

con cargas distribuidas cuyas magnitudes varian con "x".como:

o Hg=50 ft
w=w,|1+sen —
|: ”(zja j:|

Hpem—mm— e mm— - —

B Lg=200 ft

Donde ws=1000 Ib/ft, la pendiente del cable (d)/dx)=0 en x=0, que es el punto mas
bajo del cable. Este también es el punto del cable donde la tensién tiene un minimo,
To.Laecuacion diferencial que modela el cable es:

2
d g}: Yo 1+se
dx- T, 21,

Resuelva el caso usando un método numérico adecuado. Grafique laforma del cable
(x, y).

- Problema propuesto 3: En la figura se muestra un cono circular de altura Hoy radio
R dispuesto verticalmente con orificio circular en el fondo de diametro ¢"
Determinar el tiempo de vaciado en funcién de la altura (4). Si el diametro del tubo
de salida ¢ =2 in, R=1 m y Ho=1.2 m, el sistema generado para la EDO y los valores
inicialeses:
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gz dh _ 4847 HE
dt  GS76R®

h(t =0)=Ho=1.2

h(t=?)=0

—]d]—

- Problema propuesto 4: En un tanque perfectamente agitado se tiene 400 litros de
una salmuera en la cual estan disueltos 25 Kg de sal comun (CINa), en cierto
momento se incorpora al tanque un gasto de 801/min de una salmuera que contiene
0.5 Kg desal comun porlitro. Si se tiene un gasto de salida de 80 [/min, determine:

(a) Qué cantidad de sal hay en el tanque, transcurridos 10 minutos.
(b) Qué cantidad de sal hay en el tanque, transcurrido un tiempo muy grande.

Sillamamos "x" alos kg de sal en el tanque después de "¢ minutos, laacumulacion de
saleneltanque estara dada por:

dx

i masa de sal q'entra— masa de sal q'sale
Y _ 80(0,5) —80(——) = 4002

at o (z00) = e

Usandola condiciéninicial de que hay 25 kg de sal en el tiempo cero tenemos:

X 40—02
dt ex
x(t=0)=25
x(t=10)=;

- Problema propuesto 5: Una salmuera (solucion de sal en agua) entraen un tanque
a una velocidad vi=5 galones de salmuera/minuto y con una concentracién de
c1=1.5 libras de sal por galén de salmuera (lib. sal/gal. salmuera). Inicialmente el
tanque tiene 0=50 galones de salmuera con P=10 libras de sal disueltas. La mezcla
bien homogenizada sale del tanque a una velocidad de v.=8 galones de
salmuera/minuto. La Ecuacién diferencial que gobierna este proceso es:
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dx ( ] SG.I.) (Eib.sai) ( ] SGE.) (Eib.sai)
ar I i) ¢ gal. sol P2\ 9 min) 2 gal.sol
dx X

ar . T e — vt

dx E

—_— Y =Wy = t
dt 0+ (v —vpe 14 9(®)

t=10 t =10

= =

?: libras de sal x: hibras de sal

Q + (v — vt : galones

2 galones de salmuera
de salmuera

=

..

(1) (&)
=
I

Esta ultima representa una EDO lineal de primer orden en "x". Resolverla EDO para un
intervalodetiempomuy largo.

- Problema propuesto 6: Sea "x" la temperatura al tiempo "7 de un cuerpo inmerso
en un medio cuya temperatura esta descrita por la expresion:

G(t) = —100(t —4)

Latemperatura satisface la siguiente ecuacién diferencial:
dx

— +kx = kG(t

o (t)

Donde £=0.045 es una constante de proporcionalidad y la condiciéninicial es que en
t=0, x=1000 °F. Obtener la relacién x-¢ con el procedimiento de Runge-Kutta y
comparar el resultado con la solucion analitica que se muestra a continuacion.

x =400 — (%) (kt —1) + (5{1::1 - ?) exp(—kt)

- Problema propuesto 7: Una barra sobresale de un satélite en un campo de
radiacion solar. La ecuacién diferencial basada en un modelo unidimensional de
conducciéndecalores:
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aT _ l':m;cr-* _ 25aDTsiné | . o Sunlight
dx A Skd kA ////’(
’{ .l ROd
Donde: . T 0
o =Absortividad=0.4 -Satél_h;é*

¢ =Emisividad=0.4

A =Areatransversaldelabarra
C=Circunferenciadelabarra
D=Didmetrodelabarra=1in
K=Constantedeintegracion
L=Longituddelabarra=3ft
S=Constante delaradiacién solar=425BTU/h.ft
T=Temperaturadelabarraen®R

k=Conductividad térmicadelabarra=100BTU/h.ft.°R

o =Constante de Stefan-Boltzmann=0.173x 108 BTU/h.ft2.°R4
6 =30°

La condicidéninicial es que enx=3.0ft, 7=637.6285 °R, y d7/dx=0. Encontrar la relacién
T(x).

- Problema propuesto 8: La ecuacion diferencial que describe una esfera en la que
hay unafuente de calor en su centro se expresa como:

d3T+ (Z)dT+ w
¢lre dr  k

Donde T es la temperatura dentro de la esfera y k es la conductividad térmica de la
esferaen BTU/h.ft °F. La fuente de calor se mantiene a una temperatura constante 7c,
mientras que el gradiente de temperatura d7/dr en el centro es cero. El diametro de
la esfera es igual a 2 ft. Los demas valores son: w=100 BTU/h.ft>, k=212 BTU/h.ft °F y
T1c=900 °F. ;Cudl es la distribucién radial de temperatura de la esfera?

- Problema propuesto 9: Una puerta cuelga de un soporte, sin friccion, inclinado,
como muestra la figura. La ecuacion diferencial que expresa la oscilacién de la
puertaes:

a’¢
dt? Eb

=0
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La aceleracion de la gravedad es g=32.2 ft/s?, sean los valores iniciales ¢, = 90°,
(dg/dt).=p =4rrad/s.Resolverlaecuaciénenelintervalo0<7<3s.
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4.1.

Capitulo IV

Generalidades
A modo de introduccién a la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, recordemos algunos conceptos basicos:

- Se denomina ecuaciones diferenciales parciales (EDP) a aquellas ecuaciones que
involucran derivadas parciales de una funcién desconocida con dos o mas
variablesindependientes.

- Se denomina orden de una ecuacion diferencial al orden de la derivada mas alta
que existaendichaecuacion.

- Una ecuacion diferencial parcial lineal es aquella que es lineal en la funcién
desconociday en todas sus derivadas, con coeficientes que dependen solo de las
variablesindependientes delafuncion.

Veamos a continuacion ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:

ﬂ‘:u ﬂ‘:u
A%l + 213"? +u=1.....lineal de segundo orden (4.129)
8 u A%y 8 . l[ g ]
T P = P e wen LT £
da=dy +xaj_~- +8u 3 neal ade tercer orden

Fu\” 8 u
—) 2 =X ....N0 lineal de tercer orden
Bt T Bady*

8 u Bu
ﬁ +xuﬂ—y = X ..o lineal de segundo orden

La mayoria de los problemas de importancia practica en ciencias e ingenieria estan
descritos por este tipo de ecuaciones diferenciales y, fundamentalmente, por
ecuaciones diferenciales de segundo orden. Por ello el tratamiento de las EDP que se
desarrollara en lo sucesivo se concentrard en ecuacioneslineales de segundo orden.

En este capitulo solo se va a utilizar el método de diferencias finitas en la resolucion
de problemas; este método comuinmente se aplica cuando los dominios son
rectangulares, poligonales paralelos a los ejes o circulares. Para dominios mas
elaborados debe usarse el método de elementos finitos, que abordaremos en el
CapituloV, especificamente usando, PDETool de MATLAB.
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4.2. Clasificacion Matematica
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden en derivadas parciales pueden
expresarse de forma general como:
8 u  #u
Fu Fu_ (4.130)
dx= 8y~

2%u 2*u 3%u _
HE-I_ Eaxay -I-CE-I-D =0
Donde 4, By Csonfuncionesdex y dey,y D esunafuncidondex, y, u, ou/oxy ou/oy.
Es decir que estamos asumiendo que esta ecuacion es lineal. Dependiendo de los
valores de los coeficientes de los términos de la segunda derivada 4, By C la
ecuacion anterior puede clasificarse en una de las tres categorias siguientes (Chapra

& Canale, 2005):

B? - 4AC Categoria Ejemplo

<0 Eliptica Ecuacién de Laplace (estado estacionario con dos
dimensiones espaciales)
T T
—t—=
ox* oy
=0 Parabdlica Ecuacién de conduccion del calor fvariable de tiempo
y una dimensién espacial)
oT_ 0T
ot X
>0 Hiperbolica Ecuacién de onda (variable de tiempo y una dimensién
espacial)
Iy _13y
o c* o

Tabla 4.1.
Clasificacién de las EDP

Esta clasificacion es Gtil por dos razones:

- Cada grupo estd asociado a diferentes problemas especificos en ciencias e
ingenieria.
- Cadagruporequiere técnicas de solucidn especiales.

La terminologia utilizada para clasificar a las ecuaciones surge por analogia con la
utilizada en la clasificacién de ecuaciones generales de segundo orden en la
geometria analitica. Es importante notar que para los casos donde 4, By C
dependen de x y de y, la ecuacién puede estar en una categoria diferente,
dependiendo del dominio para el cual se quiere calcular dicha ecuacion.
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EcuacionesElipticas

Este tipo de ecuaciones permite resolver los llamados problemas de equilibrio, que
son problemas donde se busca la solucién de una ecuacion diferencial dada, en un
dominio cerrado, sujeta a condiciones de frontera prescriptas; es decir que los
problemas de equilibrio son problemas de condiciones de frontera. Los ejemplos mas
comunes de tales problemas incluyen distribuciones estacionarias de temperatura,
flujo de fluidos incompresibles no viscosos, distribucion de tensiones en sélidos en
equilibrio, el campo eléctrico en una regiéon que contenga una densidad de carga
daday, en general, problemas donde el objetivo sea determinar un potencial.

Ecuaciones Parabdlicas

Este tipo de ecuaciones permite resolver los denominados problemas de
propagacioén, que son problemas transitorios donde la solucion de la ecuaciéon
diferencial parcial es requerida sobre un dominio abierto, sujeta a condiciones
iniciales y de frontera prescritas. Los ejemplos mas comunes de estos problemas
incluyen a problemas de conduccién de calor, problemas de difusion y, en general,
problemas donde lasolucién cambia con el tiempo.

EcuacionesHiperbdlicas

Las ecuaciones hiperbdlicas también tratan con problemas de propagaciéon como,
por ejemplo, la ecuaciéon de una onda, pero con la distincion que aparece una
segunda derivada respecto al tiempo. En consecuencia, la solucién consiste en
distintos estados caracteristicos con los cuales oscila el sistema, como es el caso de
problemas de vibraciones, ondas de un fluido, transmision de sefiales acusticas y
eléctricas.

Métodos de Solucién Numéricadelas EDP

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, tanto las elipticas como las
parabolicas e hiperbdlicas, pueden ser resueltas sustituyendo y planteando
distintos esquemas numéricos donde las derivadas parciales son reemplazadas por
su aproximacion en diferencias finitas divididas. A continuacién, trataremos cada
unodelostres gruposantes mencionados.

4.6.1. Ecuaciones Elipticas
Para abordar la solucion numérica de las ecuaciones elipticas utilizaremos
como caso de estudio a la ecuacién de Laplace, por ser utilizada en diversas
areas delas ciencias eingenieria donde se trata con problemas que involucran
la determinacion de un potencial. Por ser un problema simple de planteary
resolver utilizaremos el caso de flujo de calor en régimen estacionario en una
placadelgada.Laexpresiones:

alu  3%u

) (4.131)
dx= gy~
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Para abordar la solucién numérica trataremos a la placa como una malla de
puntos discretos (nodos) donde plantearemos la representaciéon en
diferencias finitas de la ecuacion diferencial, lo cual transforma ala EDP en una
ecuacion algebraica en diferencias; utilizando diferencias finitas centradas de
segundo orden podemos escribir:

8 u 1 (4.132)
P F"M:{“ﬁ—lj — 2u; + g )
L 1y
Ex” 1
Byt F"E{Lﬁjq—?%'i'u!jﬂ}
L 1y
Reemplazando estas expresiones en la EDP, queda:
1 , ( 1 1 J 1 1 1 0 (4.133)
ﬂx: ul._L.i. = ;':'.I: + 1'1':_‘]": E'[I..i. + 1'1':.'1': 1'[l.'H'.i. + II:IIJ": u".i._L +.|':|:j-1: u".i.'H- - )

Las condiciones de borde, o de frontera, deben estar especificadas para que
exista una solucion unica. Existen dos posibilidades en cuanto a condiciones
enlafrontera:

- Especificar el valor de la funcién en el borde. Es la forma mas simple y se la
conoce como condicion de frontera de Dirichlet o condicién forzada.

- Especificar el valor de la derivada en la frontera. En general la derivada que
se especifica es en la direccién normal al borde (flujo). Esta condicion es
conocida como condicién de Neumann o condicién natural.

Ecuaciones Parabdlicas

Abordaremos el estudio de este tipo de ecuaciones mediante la solucién de la
ecuaciéon de conduccién del calor en una dimensién. No debe perderse de
vista que los métodos que se desarrollaran a continuacién son de aplicaciéon a
todas las ecuaciones que correspondan a esta clasificacion. La ecuacién de
conduccion de calorunidimensional es:

a*r _ar (4.134)
ax?  at
En esta ecuacion, lafuncién Tes latemperaturaque dependedexydezxesla

variableindependiente espacial, fes la variable independiente temporal y k es
el coeficiente de difusividad térmica (cm?/s).

En este caso hay que considerar que la soluciéon presenta cambios en el
espacio y en el tiempo. La malla usada para resolver por diferencias finitas la
EDP, con dosvariablesindependientes, puede ser representada por:
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y
m+1l,n+1
0,n+1
T+ 1
i-1,;— 1 | iJ T i+,
S a—
Lji=1T—]
0,0
m+1,0 «x
Figura 4.1.

Malla para solucién EDP con dos variables (Chapra, 2017)

4.6.2.1. Método Explicito. La ecuacién de conduccién del calor que estamos
tratando requiere dos aproximaciones. Para la sequnda derivada,
respecto de la variable espacial x, podemos hacerla con una diferencia
dividida centrada conunaaproximacionde segundoorden:

Fr _TL-2T + T, (4.135)
fx (ax?)

Y una diferencia dividida finita hacia delante para aproximar a la
derivadaeneltiempo:
a T -T (4.136)
at (at)
De la aproximacion adoptada para la variable x, utilizando operadores
que corresponden a una interpolacién limitada de segundo orden,
surge que el error de truncamiento para x es del orden O(Ax?). De la
misma forma, para la variable ¢ utilizamos un operador que
corresponde a una interpolacién limitada de 1.” orden, en este caso
surge el error de truncamiento parasde orden O(A7).

Sustituyendo en laecuacién:

T, - 2T ' +T., 3 TI'I+L -T (4.137)
(AxT) A Y
. . t . . .
=T+ (m] (ri, —2nf+14,)
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1 kAL
SE

T+t =1+ A(TL, -2 + T,)

Esta ecuacién, que puede ser escrita para todos los nodos interiores
delabarra, proporciona un modo explicito para calcular los valores en
cada nodo para un tiempo posterior con base en los valores actuales
del nodo y sus vecinos. Esto puede ser esquematizado mediante la
siguienterepresentacion:

Punto de la malla usado en la diferencia

temporal
Punto de la malla usado en la diferencia
espacial
r.l+‘|
™ Iy I
I L/ X

Figura 4.2.
Célula computacional de EDP del método explicito (Chapra, 2017)

4.6.2.2. Métodos Implicitos. Método implicito simple: Los métodos

implicitos superan las dificultades de convergencia y estabilidad
presentes en los métodos explicitos; proporcionan esquemas
numeéricos incondicionalmente estables, a expensas de usar
algoritmos algo mas complicados. El hecho de que sean
incondicionalmente estables significa que la solucion serd estable
para cualquier relacion que exista entre Ax y At, a diferencia de los
métodos explicitos que son condicionalmente estables. La
diferencia fundamental entre ambas aproximaciones reside en que
en la forma explicita aproximamos la derivada espacial en el nivel de
tiempo /, de modo que nos quedaba una ecuacién con una sola
incognita 7", que podiamos despejar en forma explicita. En la
forma implicita, la derivada espacial es aproximada en un nivel de
tiempo posterior "/+1", de modo que queda mas de una incognita en
una misma ecuacion, impidiendo la resolucion en forma sencilla
como ocurria en el método explicito. Esta diferencia fundamental
puede apreciarse claramente enla siguiente figura.
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>< Puntos de la malla usados en la diferencia temporal

O Puntos de la malla usados en la diferencia espacial

Ny ]
I+1 I+1 P, N

L

I 1y £
“J W

i-1 i i+1 i=1 i i+1

a) Explicito b) Implicito

Figura 4.3.
Malla explicita e implicita de la solucién de EDP (Chapra,2017)

Entonces, por quedar una ecuacién con varias incégnitas, que no
puede ser resuelta explicitamente, el sistema completo de
ecuaciones que se originara debe resolverse simultaneamente. Esto
es posible porque junto con las condiciones de frontera, las formas
implicitas dan como resultado un conjunto de ecuaciones lineales
algebraicas con el mismo numero de incégnitas; entonces, el
método se reduce a la resoluciéon de un conjunto de ecuaciones

simultaneas para cadainstante de tiempo.

La ecuacion de conducciéon de calor que estamos tratando requiere
de dos aproximaciones. Para la sequnda derivada, respecto a la
variable espacial x, podemos hacerla con una diferencia dividida
centrada con una aproximacién de segundo orden, con el error de

truncamiento que hemos discutido con anterioridad:
0 X2 (Ax )

Y una diferencia dividida finita hacia delante para aproximar a la

derivadaeneltiempo:

oT ~ -I'I/+1_-rl/
ot At

Sustituyendo en la ecuacion:
WO _oT
ox2 ot
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(Ax)? At
k- At
(4x)
AT (0420 T AT =T

A:

N

Esta ecuacion se aplica en todos los nodos, excepto en el primero y el
ultimo. Para estos puntos valen las apreciaciones hechas en el caso
anterior respecto de las condiciones de contorno. Vale destacar que el
sistema de ecuaciones que se forma al aplicar este método es
tridiagonal, y que existen algoritmos muy eficientes para la resolucion
de este tipo de sistemas como, por ejemplo, el método deThomas.

Por otro lado, tenemos el método implicito de Crank-Nicolson que
proporciona un esquema implicito de mayor exactitud que el
método implicito simple visto anteriormente. Esto se logra
desarrollando las aproximaciones por diferencias en el punto medio
del incremento en el tiempo. Para hacer esto la primera derivada

+1/2

temporal puede seraproximadaen ¢ por:

oT 1 Ti/+1_T1+1/2 T,-’+7/2—T’ _Ti/+1_Ti/ (4.141)

= +
ot 2 At)2 At)2 At

La segunda derivada en el espacio puede ser determinada en el
punto medio al promediar las aproximaciones por diferencias al
inicio (/) yalfinal (¢""") del intervalo delincremento del tiempo:

T 1|\ Thy-2T+T T 2.1+ 7 (4.142)

ox? 2 (Ax)? (Ax)?
Sustituyendo enla ecuacion de conduccién de calor queda:

B N A N R X At E B D

2.(Mxf

Esta ecuacidn se aplica en todos los nodos, excepto en el primero y el
ultimo. Para estos puntos valen las apreciaciones hechas en el caso
anterior respecto de las condiciones de contorno. En las figuras
siguientes puede apreciarse la diferencia entre las células
computacionales del método implicito simple y el método implicito de
Crank-Nicolson.
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Punto de la malla usado en la diferencia
temporal

Punto de la malla usado en la diferencia
espacial

N Y
1 N i

I+1

Figura 4.4.
Células computacionales del método implicito simple (Chapra, 2017)

>< Punto de la malla usado en la diferencia
temporal

Punto de la malla usado en la diferencia

espacial

il fod ri
1/ WL/ k

A B plez
vl I v |
L )<f>l e L
Xi-1 i i+

Figura 4.5.

Células computacionales del método implicito de Crank-Nicolson (Chapra, 2017)

4.6.3. Ecuaciones Hiperbolicas
Como hicimos en los casos anteriores, abordaremos el estudio del
tratamiento de este tipo de ecuaciones mediante la resolucién de una
ecuacién particular, pero no debe perderse de vista que los métodos que se
desarrollaran a continuacién son de aplicacién a todas las ecuaciones que
correspondan a esta clasificacion. La ecuacion a tratar en esta oportunidad es
laecuacién de laonda unidimensional, cuya expresién es:

2 u 0% u (4.144)

o x?2 at?
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Donde
u=u(x,t) eslafuncidénde posicion.

1
a= > Siendo clavelocidad de propagacion en el medio.
(o

En este caso, al igual que para las ecuaciones parabdlicas, debemos conocer
las condiciones iniciales del problema para poder hallar la solucién. Entonces
tendremos que:

ou
ot , =9(x)

Como en el caso de las ecuaciones parabdlicas pueden plantearse esquemas
numéricos explicitos eimplicitos.

4.6.3.1. Método Explicito. El esquema numérico que se obtiene en este caso
surge de reemplazar las derivadas por su aproximacién utilizando
diferencias centrales en una interpolacion limitada de segundo
orden. Haciendo esto nos queda una expresién, en la cual se despeja
apreciandose quelaunicaincégnitaes ”i+ .

1 (/ I ) a (/1 / /+1) (4.146)
1= 2Uj+Ujq])= ui  —2uj+uj
(AX)2 i~1 i Hi+1 (At)2 i iTHi
ult! = (At)i (ul ~2ul+ul 1)+2ul—ul_1
) G(AX)Z 1— I 1+ I )
P2 (At
a(Ax)?
u=+1:r2-(u=_1—2-u=+u=+1)+2-u=—u=_1

u =r?ul g+ (2 -2. rz)- Ul +r?uly+ -

Esta ecuacion, que puede ser escrita para todos los nodos interiores
del dominio, proporciona un modo explicito para calcular los valores
en cada nodo para un tiempo posterior (nodo i en el tiempo /+1) con
base enlos valores actuales del nodo y sus vecinos (nodos i-1, 1 e i+1
en el tiempo /) y a un valor anterior del nodo considerado (nodo i en
el tiempo [-1). Respecto de las condiciones de contorno, si estas son
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del tipo forzada o Dirichlet, donde el valor de la funcién incégnita es
conocido, la ecuacién anterior no debe ser aplicada en los puntos de
la frontera, puesto que alli no hay incégnitas. Si las condiciones de
contorno son del tipo de Neumann (o condicién natural) pueden ser
incorporadas sin inconvenientes a las ecuaciones hiperbdlicas
mediante la utilizacién de una condicion del tipo:

ou(0, t 1 (4.147)
éx ) _m(0,1)= A Fuly+ )
au(l, 1)

1 | |
—Z=n(llt)z——-|~u_q4+ U
ox (1Y) 2./ ( i—1 |+1)

Courant, Friedrichs y Lewy demostraron que este esquema numérico
converge si se cumple con la condicién: 0 < » < 1. Donde r esta
definido porlaexpresion:

2 (ty (4.148)
a(Ax

También se demostrd que la estabilidad de la solucién obtenida
queda asegurada cuando se verifica que » < 1; entonces, la
convergencia y estabilidad del esquema numérico explicito quedan
aseguradas cuando se cumple con ambas condiciones en forma
simultanea; es decir,cuando0<r<1.

Método Implicito. Para salvar los inconvenientes detallados
anteriormente en el esquema explicito aplicado a este tipo de
ecuaciones, es posible plantear un esquema implicito al costo de
perder simplicidad en la solucién, puesto que en este caso
deberemos resolver un sistema de ecuaciones para hallar la solucién.
Siguiendo con el ejemplo de la ecuaciéon de una onda, pero sin
perder de vista que el procedimiento puede generalizarse para todas
las ecuaciones de este tipo, tenemos que uno de los esquemas
numéricos mas utilizados es:

(-2 ul 4] aa49)
! (u!+]—2u¥+u?”)=(x71
(a0 T (ax)

1 1 1
(uii_1 -2u,+u; )+

ii+1

1-1 1-1 1-1
(uii_1 -2u,; +u, )

i+l

N

Este se obtiene al reemplazar las derivadas por diferencias centrales
en una interpolacion limitada de segundo orden. Como vemos, en
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este esquema la derivada segunda, respecto de x, se plantea como
un promedio ponderado de la misma aplicada en los instantes de
tiempo actual (/), anterior (I-1) y posterior (/+1). Este operador lleva a
obtener un sistema de ecuaciones tridiagonales, y es
incondicionalmente estable paratodovalorde r=a- ﬁ.

4.7. EstudiodeCasos

4.7.1. Ecuacionde Laplace paraunaPlaca Calentada
Formulaciény solucién del caso:
La ecuacién general de Laplace en forma bidimensional puede ser escrita
como:

82T 8ir (4.150)
7t 7Y
0x“~ 0Oy

Suaproximacioén en diferencias finitas sera:

— - 4.151
Ty =20, 4Ty Ty =20, 4T, (4.151)
AX® Ay®
Paraunamallacuadrada: Ax=Ay
7;+l,j + 7:'—1,]' + 7;,_j+1 + Tz",j—l _47;,_;' =0 (4.152)
L=, +T ., +T 0, +T,,)/4

En primera instancia trataremos el caso mas simple, en el cual las
temperaturas en las fronteras tienen un valor fijo, también podrian tratarse de
cargas hidraulicas en un sistema acuifero. Esta es conocida como condiciéon de
fronteratipo Dirichlet. En casoilustradoenlafigura.

150°C
(1,B) (2,8) (3B)
100°C 50°C

(1R) (2,p) (32)

(0,1) (L) p 6
(1,0)

0°C
Figura 4.6.

Placa discretizada en 9 nudos y condiciones de borde o frontera
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Para el caso presentado en la figura anterior; por ejemplo, para el nudo (1,1) se
tienelasiguiente ecuacion:

L,+T,+T,+T,,—41,=0 (4.153)
=T, +Ty, +T,+T; )/ 4

Sin embargo, To1=75 °Cy T10=0 °C, por lo tanto, la ecuacion anterior se puede
expresar como:

—4T,, +T,,+T,, =-100 (4.154)
4T, ~T,,~T,, =100

De la misma manera podemos establecer las ecuaciones para los 8 nudos
restantes, y luego escribirlo como un sistema de ecuaciones de la siguiente
manera:

4 1 1 Tia 100
1 4 -1 -1 Ty 0
1 4 0 1 Tsq 50

1 0 4 1 -1 Ti, 100
1 1 4 1 -1 Ty, = 0

1 1 4 0 -1 Tss 50

1 0 4 1 Tis 250

1 1 4 1 T3 150

1 1 4 Tss 200

Figura 4.7.

Sistema de ecuaciones en notacién matricial

Solucién numérica usando métodos matriciales: Para la solucién numérica
podemos emplear métodos matriciales ya utilizados anteriormente y resolver
el sistema de ecuaciones. Completaremos la matriz de coeficientes con
valores cero, calculamos la inversa y multiplicamos por el vector de
coeficientes dellado derecho, obteniéndose:

ey
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4 1 0 -1 o0 0 0 0 0 Tia 100
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0 Ty 0

0 -1 4 0 0 -1 0 0 0 T31 50
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 Tio 100
o -1 o0 -1 4 -1 o0 -1 o0 T, | = 0

0 o -1 o0 -1 4 0 0o -1 Tss 50
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0 Ti3 250
0 0 0 0 -1 0 -1 4 1 Tos 150
0 0 0 0 o -1 o0 -1 4 Tss 200

Figura 4.8.

Sistema de ecuaciones en notacion matricial completa

Lainversay multiplicacién por el vector de coeficientes lado derecho da como
resultado:

matriz inversa matriz respuesta

0.30 0.10 0.03 0.10 0.06 0.03 0.03 0.03 0.01 Ti1 57.14
0.10 0.33 0.10 0.06 0.13 0.06 0.03 0.04 0.03 Ton 42.86
0.03 0.10 0.30 0.03 0.06 0.10 0.01 0.03 0.03 T31 39.29
0.10 0.06 0.03 0.33 0.13 0.04 0.10 0.06 0.03 Tio 85.71
0.06 0.13 0.06 0.13 0.38 0.13 0.06 0.13 0.06 To2 = 75.00
0.03 0.06 0.10 0.04 0.13 0.33 0.03 0.06 0.10 T33 64.29
0.03 0.03 0.01 0.10 0.06 0.03 0.30 0.10 0.03 T3 110.71
0.03 0.04 0.03 0.06 0.13 0.06 0.10 0.33 0.10 Tos 107.14
0.01 0.03 0.03 0.03 0.06 0.10 0.03 0.10 0.30 T33 92.86

Figura 4.9.

Sistema de ecuaciones en notacién matricial, matriz inversa y matriz respuesta

Solucién numérica usando métodos iterativos (Método de Liebman): La
mayoria de soluciones numéricas de la ecuacién de Laplace involucran
sistemas que son mucho mas grandes; asi el mismo ejemplo se puede resolver
usando una malla mayor como de 15 x 15, lo que resultaria en un sistema de
225 ecuaciones algebraicas lineales o 20 x 20 que daria 400 ecuaciones
algebraicas lineales. Esta situacion hace que una gran cantidad de ceros
deben ser empleados, y por tanto se requiere gran cantidad de memoria
computacional, en tal sentido se debe recurrir a métodos iterativos para
resolver estas ecuaciones elipticas, como es el caso del método de Gauss-
Seidel aplicado a las EDP, también conocido como el método de Liebmann.
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Para esta técnica, la ecuacidn se resuelve de manera iterativa de j=1any de
i=1am.Debido a que lamatriz que genera es diagonalmente dominante, este
procedimiento convergird en una solucién estable. En algunos casos
debemos emplear sobrerelajacion para acelerar la razéon de convergencia,
aplicandola siguiente formula después de cadaiteracion.

T, =, +T),+T,,+T,)/4 (4.155)
T" = AT + (1= AT,

Donde 7"y T, son los valores de T, de la iteracion presentey la previa,
respectivamente,y 1es unfactorde pesoqueestaentre 1y 2.

Usando el método convencional de Gauss-Seidel, las iteraciones contintian
hasta conseguir que los valores absolutos de todos los errores relativos
porcentuales caigan dentro delos criterios preespecificados de parada.

nuevo anterior
() =1 100% (4.156)
ali,j Tnuevo
ij

Este procedimiento podemos desarrollarlo en forma manual utilizando la hoja de
calculo para iteraciones, paso a paso, o aplicando el proceso iterativo que brinda
la misma hoja de calculo. Para esto activamos opciones de Excel, férmulas y
habilitamos el cdlculo iterativo, donde podemos especificar el nimero maximo
deiteracionesy el valor del error o condicién de parada en el proceso de iteracion.

Opciones de Excel (o ]
Més frecuentes By . A . . . ,
uj_ Cambie las opciones relativas al caleulo de férmulas, rendimiento y tratamiento de errores.
Férmulas " |
Revisién Opciones de calculo:
Guardar Calculo de librot: Habilitar calculo fterativo:

© Automatico Tteraciones maximas: 100
Avanzadas - .

(©) Automatico excepto pars tablas de datos .
- Combio maximo:  0.001
Personalizar © Manual

Volver a calcular libro antes de guardarlo
Complementos

Centro de confianza Trabajando con formulas:

Recursos [] Estilo de referencia F1CL G

Eérmula Autocompletar

Usar nombres de tabla en las formulas

Usar funciones GetPivotData para referencias a tablas dinamicas

Comprobacién de errores:

Habilitar comprobacién de errores en segundo plano

Restablecer ermores omitidos
Indicar grrores con el color. [ 33 ~

Reglas de verificacion de Excel:

Celdas que contienen férmulas que dan como resultado Férmulas que omiten celdas en una regién
un error Celdas desblogueadas gue contengan formulas
[7] Férmulas que se refieran a celdas vacias (-

Los datos de una tabla no son validos (i

Columna de férmula calculada incoherente en las tablas
Celdas que contienen afios representados con 2 digitos (&

Numeras con formato de texto o precedidos por un
apéstrofo

Férmulas incoherentes con otras férmulas de la region

Figura 4.10.
Configuracidén Excel para el proceso iterativo
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Activada esta opcion, podemos formular la ecuacién de Laplace sin que se
anuncien errores ciclicos y obtener los siguientes resultados para el caso de la
mallacon3x3.

~R
....... — £ 5
s N —
B ¢ D E F G H 1 J K L M N O P Q F
1 150°C 150 150 150
2 100 110.71 107.14 92.86 50

ah 23 33
3 100 8571 75.00 64.29 50

12 (22 (32 sore
57.14 42.86 39.29
4 Lo 50

(1,0)

Figura 4.11.
Solucién Excel de malla de 3 x 3

Siutilizamos el cédigo MATLAB podemos establecer:

clc;
clear;
a=[4 -1 0 -10 0 0 0 0;
-1 4 -10 -10 0 0 0;
0 -1 4 0 0O -1 0 0 0;
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0;
0 -1 0 -14 -1 0 -1 0;
00 -10 -114 0 o -1;
00 0 -10 0 4 -1 0;
00 0 o -1 0 -1 4 -1;
00 0 0 0O -1 0 -1 471;

=[100 0 50 100 0 50 250 150 2001 ";

10
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Lo cualarrojacomoresultados:

1.0000 57.1429
2.0000 42.8571
3.0000 39.2857
4.0000 85.7143
5.0000 75.0000
6.0000 64.2857
7.0000 110.7143
8.0000 107.1429
9.0000 92.8571

Al tratarse de un proceso bastante rapido y eficiente, podemos discretizar la
malla a un nimero mayor de elementos, por ejemplo, 10 x 10; de lo cual
obtenemos:

PROBLEMA 1 - Bxcel

WSERIAR  DISHODEPAGINA  FORMULAS  DATOS  REVISAR  VSTA  NITKOPROT0
o A& = - Busma & B [§) X

S ONKs- s D-A-

T
Neutral Insertar Eliminar Formato

s - f
B C D E F G H | J K L M N (o] P Q R S T =

150 150 150 150 150 150 150 150 150 150

100 12317 131.24 134.09 134.80 134.40 133.12 130.74 126.43 117.97 99.08 50

100 111.45 117.71 120.32 120.72 119.67 117.34 11342 107.02 9636 78.38 50

100 104.91 107.84 108.75 108.10 106.22 103.14 9857 91.87 82.06 68.07 50

100.35 99,98 9874 96.71 93.96 90.43 8585 79.85 71.93 6183 50

100 9650 93.00 89.51 86.04 8250 78.75 7457 69.73 64.00 57.33 50

100 9267 8600 80.27 7543 7125 67.50 63.95 60.49 57.00 53.50 50

100 8817 78.07 70.15 64.15 59.57 56.04 53.29 51.26 50.02 49.65 50

W @ N W bW N o
=
[=4
S

100 81.93 67.94 5813 5143 4686 43.78 4190 4125 4216 4508 50

=]
o
=)
=]

7162 5364 4298 36.58 32.66 30.33 29.28 29.68 32.29 3855 50
11 100 5091 32,03 2357 19.26 16.88 1560 1520 1591 1876 26.83 50

12 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Figura 4.12.
Solucién Excel de mallade 10x 10

Ahoraincluiremos el factor de sobrerelajacion/=1.87alahojade calculo.

151



152

Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

B E 9 PROBLEMA 1 - Excel
INKIO  INSERTAR  DISERODEPAGINA | FORMULAS | DATOS  REVISAR  VISTA  NITROPRO 10

X B | | ) S+ Bt i B v
nsertar Autosuma Recientes Financieras Logicas: Textc Matemiticasy  Mis  Admin naents. 4 Comprobscion de erfores

funcion - funciones = de

A B C D E F G H I J K L M N o P Q R S a
150 150 150 150 150

2 134.09 134.80 134.40 133.12 130.74 126.43 117.97 99.09 50
3 1.45 117.71 120.32 120.72 119.67 117.34 113.42 107.02 96.36 7838 50
4 100 104.91 107.84 108.75 108.10 106.22 103.14 9857 91.87 82.06 68.07 50
5 100 10035 99.98 98.74 96.71 9396 90.43 8585 79.85 7193 6183 50
6 100 9650 93.00 89.51 86.04 8250 7875 7457 69.73 64.00 5733 50
7 100 9267 8600 80.27 7543 7125 67.50 63.96 60.49 57.00 5350 50
8 100 8817 78.07 70.15 64.15 59.57 56.04 53.29 51.26 50.02 49.65 50
9 100 8193 67.94 5813 5143 4686 43.78 4190 41.25 42.16 4509 50
10 100 7162 53.64 42.98 3658 32.66 30.33 29.28 29.68 3229 3855 50
11 100 5091 3203 2357 19.26 16838 1560 1520 1591 1876 26.83 50
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

13

Figura 4.13.
Solucion incluyendo el factor de relajacion

LR HORLEMA 1B vm - 8 x
P s vsTA NROPRO 0 o - B

INICIO INSERTAR

> B

= Asignar nombre $i- Rastrear precedentes  [Fu]MGSHERIBHAUIAS =

B cateuiar

ientes b Comprobacion de erores

hes 5 Para [CCateutar hoja

Crear desde la seleccion 15

ag f 7
A B c o i ) K N o P =

1 150 150 150 150 150 150 i 187

2 100 =HSNSL/4)"AZ+C24B34B1)+{1-5NS1)*B2 =+{SNS1/41" (62 =+SNS1/4]"(C2 =+ (SNS1/4)*(12 =+(SNS1/4)" 12+ =+(SNS1/4)" 21 50

3 100 =HSNS1/4)"A3C3+B4+82)41-$NS1)*B3 —HSNS1/4)" (B3 —HSNS1/4)7(C3 ~+SNS1/4)"(H3 ~+(SNS1/4)"(134 ~+(SNS1/4)°034 50

4 100 = HSNS1/)" AGLCA4B5+83)4{1-$NS1) "84 = {SNS1/4)" (B8 =H(ENS1/0)°(CB =5 (SNS1/4)7(Ha =+(SNS1/0)" 19+ =+($051/a)" (141 5O

5 100 = H{SNSL/|{ASHC5+BB+B4 )+ {1-5NS1)*BS =HSNS1/4]* (B =HSNS1/4)*(C5 =+(SNS1/4)(H5 =+(SNS1/a)(154 =+(SNS1/4)" (15450

6 100 ~HSNS1/4)" AGHCE4BT+B5)+{1-5NS1)"B6 ~HSNS1/4)*(B6 ~HSNSI/4)*(C6 ~+(SNS1/4)(HE ~+(SNS1/4)*(16+ =+(SNS1/4)* 164 50

7 100 =H{SNS1/4)"ATHCT+BBAB6)4{1-5NS1)"B7 =4{SNS/41" (87 ~HSNSL/4]"(C7 =+ (SNSLI4)"(H7 ~+(SNSL/4)" (174 ~+(SNS1/4)" 174 5O

2 100 =4{SNS1/4)"(ABLCB+89487)3{1-$NS1)" BE (SNS1/4)° (B8 =4(SNS1/4)*(CB =+(SNS1/4)"(H8 =+(SNS1/4) (184 =+($NS1/3)*18+ 5O

9 100 =M {SNSL/4) AT CIVBI0NE S (1-$181) B0 =4{SN1/4)° (83 =HSNS1/4]*(CO =+ ($N$1/4)*(HO =+(SNS1/)*(194 =+(3031/2)" 19+ 50

10 100 =HSNS1/4I"ALDHCLO+B11+BS}+{1-SNS1T)"B10 =+{SNS1/4)" (B11=+SNS1/4)" (C1=+ (SNS1/4)*(HL =+(SNS1/4)* (110 =+(SNS1/4)* 11 50

11100 =HSNSI/AI"ALLHCLIB12+BI0)1-5NS1)*B11 HENS1/4)*(C1 ~+HSNS1/4)"(H1 ~+ENS1/4)"(111 =+($NS1/4)"(111 50

12 0 [ ] ] o 0

13

14

15

16

W4 | h5 | hS (2) o s

Figura 4.14.
Formulacién en Excel para el proceso iterativo

Una vez procesadas las temperaturas, segun la malla que se muestra arriba, se
procede a crear un archivo de datos tipo "txt", haciendo uso del "Notepad" u
otra aplicacion, al cual hemos denominado "placa.txt", el cual contiene los
resultados del procesoiterativo usando la hoja electréonica de calculo.
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7 placa: Bloc de notas - u] X
Archivo Edicién Formato Ver Ayuda
150 150 150 150 150 150 150 150 150 150 150 150
100 123.17 131.24 134.09 134.80 134.40 133.12 130.74 126.43 117.97 99.09 50
100 111.45 117.71 120.32 120.72 119.67 117.34 113.42 107.02 96.36 78.38 50
100 104.91 107.84 108.75 108.10 106.22 103.14 98.57 91.87 82.06 68.07 50
100 100.35 99.98 98.74 96.71 93.96 90.43 85.85 79.85 71.93 61.83 50
100 96.50 93.00 89.51 86.04 82.50 78.75 74.57 69.73 64.00 57.33 50
100 92.67 86.00 80.27 75.43 71.25 67.50 63.96 60.49 57.00 53.50 50
100 88.17 78.07 70.15 64.15 59.57 56.04 53.29 51.26 50.02 49.65 50
100 81.93 67.94 58.13 51.43 46.86 43.78 41.90 41.25 42.16 45.09 50
100 71.62 53.64 42.98 36.58 32.66 30.33 29.28 29.68 32.29 38.55 50
100 50.91 32.03 23.57 19.26 16.88 15.60 15.20 15.91 18.76 26.83 50
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]

Figura 4.15.

Archivo .txt de datos finales

A continuacién, elaboramos una codificacion MATLAB para interpolar las
isotermasy sus respectivas direcciones de flujo de calor:

clc;

clear;

A=load ('placa.txt'); % Se importa los datos de la matriz
respuesta

%Calculo del gradiente usando valores por defecto dx=1, dy=1,
por tanto seran correctas las direcciones y magnitudes
relativas

[px,pyl=gradient (A);

$Contour, usamos contour para definir curvas de contorno o
isolineas

%Clabel, que agrega etiquetas de contorno a la grafica
%Quiver, toma los datos del gradiente y los agrega a la grafica
como flechas

curvas=contour (A) ;

clabel (curvas) ;

hold on

quiver (px, -py);

hold off
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Figura 4.16.
Curvas de contorno obtenidas con el comando “contour” de MATLAB

Finalmente, proponemos el siguiente c6digo computacional para la solucion
delaecuacion de Laplace para una placa calentada en el caso EDP elipticas.

$function ec _elip(a,b,h,tol, itermax)
a=10;b=10;h=1;t0l1=0.001;itermax=100;
n=a/h; m=b/h; k=0; emax=tol;
u=zeros(n,m);r=zeros (n,m);
u(:,1)=0; u(l, :)=75;
u(:,m)=100;u(n, :)=50;
while (k<itermax) & (emax>=tol)
for j=2:1: (m-1)
for i=2:1:(n-1)
u(i,j)=u(i,j)+r(i,J);
r(i,3)=(u(i+l,J)+u(i-1,3)+u(i,j+1)+u(i,j-1)-4*u(i,j))/4;
if emax<r (i, Jj)
emax=r (i, 3);
end
end
end
k=k+1;
end
Ssurf (u)
plot (r)
r;
curvas=contour (u) ;
clabel (curvas) ;
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r r r r

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.17.
Solucién MATLAB para la placa calentada (2D)

H

o 3 ¥ ¥ 5023 ES

Figura 4.18.
Solucién MATLAB para la placa calentada (3D)

4.7.2. Escurrimiento de un Fluido a través de un Medio Poroso

Formulacién del caso:
La ecuacién general que gobierna el escurrimiento de un fluido a través de un

medio poroso bidimensional es:
62 u
KX 5

0 X

(4.157)

yay

Donde:
K, =Coeficiente de permeabilidad horizontal (cm/s)

K, =Coeficiente de permeabilidad vertical (cm/s)
u =Alturapiezométrica=p +y
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p/y =Cargade presién delfluido circulante en cada punto (m.c.a.)
y =Cargade posicion respecto de un plano de referencia cualquiera
y =Densidad delfluido

(Se desprecia la carga por velocidad de la ecuacién de Bernoulli por ser la
velocidad de escurrimiento muy pequena)

En diferencias finitas se tiene:

K lz[u ._1—2u. .+ u. .+J+ .......
X Ax 1] L] 1]

K l[u. —2u. .+u. }:
y y2 1—-1,] 1,] 1+1,]

Si colocamos puntos en el dominio, tal que formen una cuadricula donde
Ax=Ay= A(mallacuadrada)y,ademas, suponemos que K, = K,= K (material
isotropo), la expresidon anterior seresume alo siguiente:

(4.158)

u —0 (4.159)

i+l,j i,j—1 i,j+1
Para el problema de la figura, ademas se requiere conocer las siguientes
variables derivadas: (a) Distribucién de presion del liquido en el suelo. (b)
Distribucién de velocidades de circulacion del fluido (flujo). (c) Caudales de
filtracion en la secciéon media debajo de la estructura. (d) La distribucion de
presidonen labasedelaestructura.

10C
—
80
A =

[ [
T T

& - =0

1 1] I

q
q

kx = Ky = 1 omiaeg

¥ q=0

20 20 20

Figura 4.19.
Esquema de presa y volumen de control
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Solucidn:
Adoptando Ax = Ay =A =10m, subdividimos el dominio como se muestra

enlasiguiente figura:

22 23 24 25 26 27
‘e . . | ‘e %> %0
q=
15 16 17 18 19 20 21
o % ¢ 4 C ¢ C § C Y
L -
8 9 10 11 12 13 14
L . . .
— o
q=0
Figura 4.20.

Malla discretizada para el flujo debajo de una presa

Las condiciones de contorno forzadas (o Dirichlet) son:

u22=u23=u24=100
u25=u26=u27=60

La condicion de pared impermeable (flujo nulo) indicada como gn=0 en las
figuras anteriores corresponde a la condicién de contorno natural (o Newman):

=— =0
on

q.

Que paralos puntosdel contorno deladiscretizacién son:

gx,, =gx19 = (gx2a=qx2s=)0

(qy1=) qy1s = (qy19=)0

g =qy2=qys =qys=qys=qye=qy1 =0

gxs =qxi1s = (qx22 =)qx7 =qx1a =gx21 =(¢gx271=)0

Obsérvese que en el punto de vértice tenemos mas de una condiciéon. En
generallasolucién presenta alguna particularidad fisica en esos puntos.

Aplicado el operador diferencial en cada punto del dominioy contorno donde
no se conoce el valor de u, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
que enforma matricial es:
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4 2 2 u1] o
1 40 2 u2 ] o
1[4 1 2 uz | o
1 4 N 2 ud | o
1 4N 2 us | o
1 4 N 2 u6 | 0
> |4 2 u7 | [0
1 4 2 1 us | o
1 1 4 1 u9 | o
1 1 4 [ 1 u10| 0
1 1 4N 1 X [u11l= [0
1 1 4 1 u12| o
1 1 4 1 u13| o
1 2 |4 1 u14] o
1 -4 2 u15| [-100
1 1 F4af u16| [-100
1 1 4 |1 u17| 100
2 1 4 )1 u18| [0
1 1 4 u19] [60
1 1 41 u20| [-60
1 2 4| 21| [e60
Figura 4.21.

Sistema de ecuaciones en notacion matricial para la presa

En esta matriz no se han colocado los coeficientes nulos. Como se observa, la
matriz de coeficientes resultante es una matriz banda, no simétrica.
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los valores de la variable
incégnita en todos los puntos de la malla, siendo los valores obtenidos los
indicados enlasiguiente figura:

100 100 100 60 60 60
‘e > ‘e e o

94.6 93.7 90.0 80.0 70.0 66.3 65.4
‘® 2% 2 L7 O3 2 3

91.2 90.0 86.3 80.0 73.7 70.0 68.8
‘s O O O U 3 U C 3

96?) uz:% 5?4 ti(.ﬂJ /?6 /.*z /. -0

Figura 4.22.
Valores resultantes de las cargas hidrdulicas en los nudos de la malla
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De la misma manera podemos formular una hoja de calculo en Excel
activando antes la opcion de calculo iterativo para evitar errores de calculo
ciclico. Activamos la opcién Archivo — Opciones — Férmulas — y marcamos
laopcion "Habilitar cdlculoiterativo" como se muestra en la siguiente figura.

|
Opciones de Excel

? X

General

Formulas

Revision

Guardar

Idioma

Avanzadas

Personalizar cinta de opciones

Barra de herramientas de acceso rapido
Complementos

Centro de confianza

~
Cambie las opciones relativas al célculo de férmulas, rendimiento y tratamiento de errores.
Opciones de calculo:

Caleulo de libro
@ Automético

Habilitar calculo iterativo
lteraciones méximas: 200 |2

(O Automético excepto para tablas de datos

O Manual

Volver a calcular libro antes de guardarlo

Cambio maximo: 0.0001

Trabajo con férmulas:

[ Estilo de referencia F1C1°

Autocompletar férmulas -
Usar nombres de tabla en las formulas
Usar funciones GetPivotData para referencias a tablas dinamicas
Comprobacion de errores
Habilitar comprobacion de errores en segundo plano

Restablecer errores omitidos
Indicar errores con el color: [ ¥

Reglas de verificacion de Excel:

Celdas que contienen formulas que dan como resultado
un error

Formulas que omiten celdas en una region

Celdas desbloqueadas gue contienen formulas
Formula de columna calculada incoherente en las tablas . .

[ rérmulas que se refieren a celdas vacias‘
Celdas que contienen afios representados con 2 digitos .
& a fos rep o Los datos de una tabla no son validos -
Nameros con formato de texto o precedidos por un

apéstrofo

Férmulas incoherentes con otras férmulas de la region &

v

Figura 4.23.
Opcidn de Excel para el cdlculo iterativo

A continuacién, mostramos la formulacién en Excel disponiendo celdas para
lasférmulas respectivas, como ejemplo tenemos:

B2=B3: =(B1+B3+2*C2)/4
B4: =(2*B3+2*C4)/4
C3=D3=...: =(C2+C4+B3+D3)/4

Las celdas en color azul representan las condiciones de borde tipo Dirichlet y
las celdas amarillas, tipo Newman.

A B C D E F G H |
. w w w e w @
r

2 94.62 93.65 90.00 80.00 70.00 66.35 65.38

3 91.15 90.00 86.35 80.00 73.65 70.00 68.85

4 90.00 88.85 85.28 80.00 74.62 71.15 70.00

5

Figura 4.24.

Valores finales luego del proceso iterativo
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Una forma gréfica habitual de presentar los resultados de un problema definido
en un dominio bidimensional es mediante el trazado de las curvas de isopotencial
o equipotenciales, donde cada curva corresponde a un valor de u=cte.

Una aproximacion al trazado de las equipotenciales puede realizarse
interpolando en la grilla los valores fijados para cada curva equipotencial. Asi
se han trazado las equipotenciales correspondientes a valores de u =100, 95,
90, 85,80,75,70,65y60; en lasiguiente figura:

100 60
o5 ) 65
| / \ L
/ \
A
o 5/ 8 S G
Figura 4.25.

Curvas de potenciales calculados

Aun resta encontrar los valores de las variables derivadas que son de interés
en el problema. A esta etapa del proceso de solucién numérica se le denomina
post proceso delasolucién.

Campo de velocidades: De acuerdo a la ley de Darcy, que gobierna el flujo en
medios porosos, lavelocidad de escurrimiento en cada punto resulta:

VX:—KX— ; Vy:_Kyi

0 X
Como ya conocemos los valores de "u"en cada uno de los puntos dela grillaes
posible estimar, en esos mismos puntos, los componentes v, y v,, aplicando el
operador central de la primera derivada y realizando las operaciones
(procedimiento habitual para obtener la derivada de una funcién expresada
enformatabular). Para este caso resulta:

vx =—Kxl-tis, jtUivd,j ) , vy ==Kyl i1t “1,j+7)
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Punto |Vx |Vy Punto |Vx |Vy

1 0.00 (0.00 12 0.25 (0.12
2 0.12 |0.00 13 0.12 (0.12
3 0.22 |0.00 14 0.00 (0.12
4 0.27 |0.00 15 0.00 [-0.22
5 0.22 |0.00 16 0.12 |-0.25
6 0.12 |0.00 17 0.34 |-0.34
7 0.00 (0.00 18 0.50 (0.00
8 0.00 |-0.12 19 0.34 (0.34
9 0.12 |-0.12 20 0.12 [0.25
10 0.25 |-0.12 21 0.00 |0.97
11 0.32 |0.00

Tabla 4.2.

Componentes de velocidad en los nudos de la malla

A modo de ejemplo se detalla el calculo de los componentes de velocidad en

elpunto 10delagrilla:

vo = g oy 1

X X oxl, 2Ax

VY:_KY@ =z—71
oY, 2 Ay

En la figura siguiente se representa la distribucién del campo de velocidades

obtenido.

[— u,+ u“] = 025

S

[Fu,+u,]=-0.12°"

Figura 4.26.

Campo de velocidades
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Diagrama de presion sobre la estructura del azud.
Sabemos que en este caso p = u - y, entonces para los puntos del azud en
contacto con el medio poroso (suelo) resultan los siguientes valores de presién:

100
v
60
”! \ —
r"’ \
Figura 4.27.
Diagrama de distribucion de presiones

Punto |Y NP Plkg/cm?]
24 60 100 40
17 40 90.0 50
18 40 80.0 40
19 40 70.0 30
725 60 60 0

Tabla 4.3.
Presiones finales del diagrama de distribucion de presiones

Célculo del caudal de filtracion: El caudal que atraviesa una seccién S
cualquiera se define como:

Q=fv,.0S

S
Para conocer una estimacion del caudal que escurre por debajo del azud se
calculard el que atraviesa la seccion vertical ubicada en el centro de la base.
Esta seccion resulta particularmente simple porque los vectores de velocidad
solo tienen componentes en la direccion x y son perpendiculares a la seccion
elegida (simplificAndose el calculo).

Si se considera un area de ancho unitario en la direccion perpendicular a la
figura (saliente del papel), la integral indicada (igual al area encerrada por el
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perfil de velocidades en esta seccion) puede obtenerse utilizando el método
delostrapecios, resultando:

(Q=§vdsz(Vw+v”)x20+(“f+V0x2056681
S 2 2 K

Ecuacién de Conducciéon de Calor 1D
Formulaciény solucién del caso:
Laecuacién querige laconduccién de calor unidimensional es:

. 2T oT (4.160)
ox? ot
T _T4=2-T/+Tiy
0 x? (Ax
1+1 /
oT _Ti T,
ot At
/ / / /+1 /
kT2 T Ty T
(Ax)2 At

De la aproximaciéon adoptada para la variable x, utilizando operadores que
corresponden a una interpolacién limitada de segundo orden, surge que el
error de truncamiento para x es del orden de O(Ax®). De la misma forma, parala
variable ¢, donde utilizamos un operador que corresponde a unainterpolacién
limitadade 1.” orden, surge que el error de truncamiento para tes del orden de
O(AP).

Que puede serexpresada también como:

. (4.161)
T =T (kAX?; '(Ti|_1 ~2.T) + Ti|+1)
Sihacemos A = KAtz,nos queda:
(Ax)
(4.162)

T =Tl a2 14T

Esta ecuacién, que puede ser escrita para todos los nodos interiores de la
barra, proporciona un modo explicito para calcular los valores en cada nodo
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para un tiempo posterior con base en los valores actuales del nodo y sus
vecinos. Esto puede ser esquematizado mediante la siguiente representaciéon

de célula computacional para la forma explicita:

>< Puntos de la malla involucrados
en las diferencias en el tiempo

O Puntos de la malia involucrados
en las diferencias en el espacio

t+

D FanY

\v% !

Xio1 X Xi41
Figura 4.28.

Célula computacional en forma explicita (Chapra, 2005)

Si las condiciones de contorno son del tipo forzada o de Dirichlet, donde el
valor de la funcién incégnita es conocido, la ecuacién anterior no debe ser
aplicada en los puntos de la frontera, puesto que alli no hay incégnitas. Las
condiciones de contorno o de frontera del tipo de Neumann (o condicién
natural) pueden ser incorporadas sin inconvenientes a las ecuaciones
parabdlicas, de la misma manera que con las elipticas. En el caso particular de
la ecuacion de conduccién de calor unidimensional deberan agregarse dos
ecuaciones para caracterizar el balance de calor en los nodos extremos; por

ejemplo, enelnodoinicial escribimos:

T =T+ A (7'_’1—2 T+ T/)

orT _ Ti-Th

0 X 2-Ax
oT -7/
——koC  —_k oC-
Ix P 0 X P 2-Ax
) k-p-C
T =T+ T- 21'(Ax'qx 2. T+T
-p.
AXx-
Ti+20 T-T'- 2%
k-p-C

ax =—k-p

oT

.c. 2L

0 X

(4.163)
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De la misma manera se puede obtener una ecuacién para ser aplicada en el
ultimo punto. La solucién explicita para la ecuacién de conduccién de calor
unidimensional se basa en calcular la distribucion de temperatura de una
barra larga y delgada que tiene una longitud de 10 cm. El coeficiente de
difusividad térmica es: k = 0.835 cm?/s. Como condicién de frontera tenemos
queenlosextremosdelabarralatemperatura es constante todo el tiempo:

7(0,/=100°C y T(10,7)=50°C.

Como condicién inicial tenemos que en el interior de la barra la temperatura
paraeltiempozr=0es:

T(x,0)=0°C para O<x <10.

SitomamosAx=1cm y A¢=0.1stendremosque:

s k-Atz _ 0.83?-0.1 00835
(Ax) 1

Entoncesaplicando la ecuacion: T/+1 = Ti/+ A (77{1_2.7'/./4_ T/l+1)

Enlasiguiente mallade diferencias:

4t=0.2 [ ] & L &
t
=01 o @ @ L] L] ®
t=0.0 L @ 9 & 9 ®
x=0 x=2 x=4 x=6 x=8 x=10
¥ »
Figura 4.29.

Malla de diferencias finitas

Y asi se continta el calculo, los resultados son mostrados con intervalos cada 3
segundos. Se observa que el aumento de temperatura con el tiempo
representala conduccién de calor desde los extremos hacia la barra.

La solucion en Excel se muestra a continuacion:
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T =Tk +;/(T,f1 -2T" + Tifl)

7

dx 1 a |0.835 T(0) 100 |, - aht
dt 0.1 g |0.084 T 50 Ax?
k t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.00 100.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 | 50.0
2 0.10 100.0 8.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 4.2 | 50.0
3 0.20 100.0 15.3 0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 7.7 | 50.0
4 0.30 100.0 21.2 1.9 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.9 10.6 | 50.0
5 0.40 100.0 26.1 3.3 0.2 0.0 0.0 0.0 0.1 1.7 13.1 | 50.0
6 0.50 100.0 30.4 5.0 0.4 0.0 0.0 0.0 0.2 2.5 15.2 | 50.0
7 0.60 100.0 34.1 6.7 0.8 0.1 0.0 0.0 0.4 34 17.0 | 50.0
8 0.70 100.0 37.3 8.5 1.2 0.1 0.0 0.1 0.6 43 18.7 | 50.0
9 0.80 100.0 40.1 10.3 1.7 0.2 0.0 0.1 0.9 5.1 20.1 | 50.0
10 0.90 100.0 42.6 121 2.3 0.3 0.0 0.2 1.2 6.0 | 21.3 | 50.0
11 1.00 100.0 44.9 13.8 3.0 0.5 0.1 0.2 1.5 6.9 | 224 | 50.0
12 1.10 100.0 46.9 15.5 3.7 0.6 0.1 0.3 1.8 7.8 | 234 | 50.0
13 1.20 100.0 48.7 171 4.4 0.8 0.2 04 2.2 8.6 24.4 | 50.0
14 1.30 100.0 50.3 18.7 5.2 1.1 0.3 0.6 2.6 9.4 25.2 | 50.0
15 1.40 100.0 51.9 20.2 6.0 1.4 0.4 0.7 3.0 10.1 | 259 | 50.0
16 1.50 100.0 53.2 21.7 6.8 1.7 0.5 0.9 34 10.8 | 26.6 | 50.0
125.0
100.0
——2.00
1,00
?l:J_ 75.0 - .\ —— 5,00
(1]
5 \\’\\Hw —8—3.00
g kﬁ“ﬁ’ﬁhhi —+—10.00
§ 00 \ ‘“"‘*—-—-.H__‘._' —4—12.00
k3 \___
——14.00
K —— ——16.00
25.0 7
V// 18.00
—+—20.00
0.0 . *
0 2 4 6 g 10
Distancia (m)
Figura 4.30.

Resultados en Excel de temperatura en funcién del tiempo y espacio en una barra delgada

El codigo computacional MATLAB se puede escribir de la siguiente manera:

clc; clear
D=10;
dx=1;
K=0.835;
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dt=0.1;

L=K*dt/ (dx"2) ;

B=[0:dx:D];

n=length (B) ;

To=100;

T£=50;

Tm=0;

m=200;

U = Tm*ones (m,n) ;

for i=1:m
U(i,1)=To;
U(i,n)=T%E;
for j=2:n-1
U(i+l,3)=U(1i,J)+L*(U(i,J+1)-2*U(1i,3)+0(1i,J-1));
end

end

U(m+l,1)=To;
U(m+l,n)=T%;

plot (B, U)

hold on

grid on

title ('Ecuacidén de Calor')

El mismo que dacomoresultado:

Ecuacion de Calor

100

90

80

70

60

50

40

30

20

Figura 4.31.
Resultados en MATLAB de temperatura en funcion del tiempo y espacio en una barra delgada
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4.7.4. Flujo en Acuifero Libre con Método Crank-Nicolson

Formulaciény solucion del caso:

Mediante el método Crank-Nicolson, de diferencias finitas, analizaremos la
evolucion temporal del nivel fredtico sobre una geometria de acuifero libre
alterada por la excavacion de una zanja. Las condiciones de contorno
impuestas son de tipo Dirichlet (nivel piezométrico prescrito en el contorno).
El objetivo principal es derivar y aplicar correctamente una formulacion de
Crank-Nicolson para resolverlo, haciendo hincapié en la estabilidad
incondicionaly la presencia de oscilaciones del método.

Se desea estudiar el efecto que produce una excavacién sobre un terreno
saturado homogéneo de permeabilidad K conocida. Para ello se plantea
realizar un analisis de flujo en régimen no estacionario (transitorio), bajo una
geometria de acuifero libre, tal y como se muestra en la siguiente figura.

Excavacion de zanja

T T S'I.Ipﬂ'ﬁ.CIE
I
Suelo no satrado ' '

y — Nivel feético original
- R AN
Suele satmrado 3& , ,
Nive feifcodlerndo ) |
por la zanja L 14— Nivel freatico en la zanja

Figura 1. Esquema generalizado de la geometria de una excavacion en acuifero libre

Figura 4.32.
Esquema generalizado de la geometria de una excavacion en acuifero libre

La solucién de un problema de flujo reside en encontrar el nivel piezométrico
h'y, en consecuencia, el caudal Q filtrado en la zanja debido al gradiente de
presiondeagua:h =z + B dondez representala cota que tiene un punto del
suelo, expresada en unidades de longitud sobre un nivel de referencia; P, es la
presién de agua expresada en unidades de fuerza por unidad de longitud; y
es el peso especifico del agua (fuerza por unidad de superficie) y la relacion
P_/yrepresenta la presién expresada en forma de columna de agua que tiene
porencima dicho punto del suelo. Las siguientes figuras muestran un acuifero
confinado y un acuiferolibre.
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F 3 & | Temreno impermeahle |

AP IIIN RTINS IIII IS I I | Hivel fredtico

By Suelo samrado

¥
[

& Punte del suelo satnrado

Figura 4.33.
Representacion del nivel piezométrico con geometria de acuifero confinado

Hivel freatico

__________ ¥ ... Nivel de referencia - - - - - - -

Figura 4.34.
Representacion del nivel piezométrico con geometria de acuifero libre

Por tanto, el nivel piezométrico tiene unidades de longitud, y en este caso,
debidoaquenosetiene confinamiento, esigual al nivel fredtico (cota del nivel
de agua que separa fisicamente la parte saturada del terreno de la que no lo
estd), segun muestra la figura anterior. El movimiento del agua con una
geometria de acuifero libre (hipétesis de Dupuit), sin confinamiento, es por lo
general bidimensional; es decir, esta se desplaza a través del suelo, tanto
horizontal como verticalmente.

Superficie
Nivel fredtico —

oy = T—

= e i

_— z s
= Direccidn de avance

—_— . del agua
FE _— . .
I Nivel freatico final
P .

Figura 4.35.
Flujo de agua en una geometria de acuifero libre
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Sin embargo, y bajo condiciones de lineas equipotenciales de nivel lo mas
verticales posible, la llamada hipétesis de Dupuit asume flujo solo horizontal
y, por tanto, reduce el problema a uno estrictamente unidimensional. De este
modo se puede considerar: i(x, y) = h(x) y O(x, y) = O(x).

Planteamiento fisico: zanja en terreno saturado y heterogéneo.

Hipotesis basicas del problema:
- Seasume lahipétesis de Dupuit.
- Suelohomogéneo, isétropoy saturado.
- Andlisis transitorio. Por tanto, tanto el nivel piezométrico como el
caudal dependentambiéndeltiempo:i(x) = h(x,t) y O(x) = O(x,).

El movimiento del agua sobre el terreno viene caracterizado por la ley de flujo
de Darcy, que muestra como estafluye de mayora menor nivel piezométrico:

glx,t) = —K.Vhix, t)

El problema general de flujo difusivo (sin considerar términos de reaccion ni
conveccién) en una geometria de acuifero libre estd gobernado por la
siguiente ecuacién en derivadas parciales: Sgah;x’r} = —V.g(x,t) +r,dondelos
parametros del terreno que intervienen son: :

- Recarga "r" (constante): Es el valor expresado en unidades de volumen
por unidad de tiempo del caudal de agua que penetra al interior del
acuifero producto de procesos activos en superficie. Depende,
mayoritariamente, de la capacidad de infiltraciéon del terreno.

- Coeficiente de almacenamiento especifico "S" (constante): Hace
referencia al volumen de agua liberado por una unidad de volumen de
acuifero cuando el nivel piezométrico desciende una unidad. Esta
expresado en unidades del inverso de la longitud, y los valores tipicos
que se adoptan en acuiferos libres de espesor unitario varian entre
0.3m7y0.0Tm™.

Aplicandolaley de Darcy se obtiene:

S,Eah;.t’_.f'} _ F. {.i['l.,- Fh(x_l t} +r = .i['l.,' F. {Fh{X_l t}} +r

3

Dado que el dominio espacial de la variable de estado /(x,t) es
unidimensional, el desarrollo del término de la divergencia V.[VA(x,¢)] en la
expresion anterior se simplifica resultando la siguiente ecuacién en derivadas
parciales (EDP) parabdlica 1D, que gobierna el problema planteado:

dhix,t 82hix,t
s (x }=h’ (X}+1r'

< - (4.164)
dt dx=
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h T E
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: \\ “\.\
| \.\\ ~"-
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- .
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- 5\
'Eil) ""-.___‘ \\
Condiciones de contome tipe Dirichlet h""-..__ \\
h(x=0.ry=h, Bk .
Mxh)| () By
Fh
. A R Hivel de referencia - -~ -~ Yoo oo ¥
Figura 4.36.

Variables y pardmetros de un esquema de excavacion en terreno saturado y homogéneo

La solucién requiere dos condiciones de contorno que, para este caso, se han
propuesto tipo Dirichlet (valor de la variable preescrita): 4(x = 0,f) = ho 'y
h(x = L,7) = h;; adicionalmente y el dominio de resolucién, xe[0, L]; ademas,
debido al caracter transitorio del problema, se necesita una condicién inicial
que haga referencia al estado del nivel piezométrico antes de ejecutar la
excavacion. En este caso, el nivel original es 40y, por tanto, la condicién inicial
esh(x,t=0)=ho.

Problema Numérico: Esquemade Solucion.

La siguiente EDP parabdlica unidimensional con coeficiente (permeabilidad
K> 0) constante e invariable en el tiempo y condiciones de contorno de tipo
Dirichlet se desea resolver mediante un esquema de diferencias finitas.

Término temporal Término difusivo

: (4.165)
5 |MOD | FROD| L vy cfo.r] vielo.T]
ar ox
h(x=0.0)= Iy
h(x=L.t)=h,
h(x.t=0)=1,

El objetivo es aproximar la ecuacién en derivadas parciales a un problema
discreto, cuya resolucién conduce a un sistema lineal de ecuaciones en cada
paso de tiempo. Para ello es necesario definir una discretizaciéon espacial
(direccién x) y temporal (tiempo 7).
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X, =X, +iAx F=01__M+1
" =1, +nAf n=01__N

i=0 i=1 i=2 i=3 i=M i=M+1
I - . - . I
I - - I
r=a x=b
- L >
Figura 4.37.

Discretizacién del problema en la direccion x

A fin de resolver numéricamente la ecuacién planteada en términos temporal
y difusivo, se impone que esta se verifique enun punto (x i, 1) =1,..,M,yenun
instante """, n=1,.., N - 1, de la discretizacién. Para ello, de acuerdo con la

siguiente figura, se denota el valor de la funcién h(x, ¢"'*) como hi """
aproximandola por H,""”.
+1/2 - n+1/2
ahx, )" X 3h(x, )| .\ (4.166)
—_— =K—— r
ot . ax* |
1 Ax
" 1 ol > !.n+1
1
Ay |
2 I
|
FAY ) [ . A e _ L pneli2
AN
1 n+l/2
At O H
e A
b 1 !.n
!
- X X1
Figura 4.38.

Discretizacion del problema parabdlico 1D

La derivada temporal de la ecuacién anterior se aproxima mediante un
esquema de diferencias finitas centrado con paso A#/2. Asimismo, para
aproximar el término difusivo (derivada espacial, no temporal) en un instante
t"" seinterpolalinealmente entre los instantes de tiempo 'y ¢"", de tal forma
que se debe hallar ahora una discretizacién espacial para el término difusivo
en los instantes de tiempo "y ¢ . Para ello se aplica, tal como sigue, una

aproximacion centrada de segundo orden:
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n

ﬂfhfﬁf‘, D" _ kit - Zh;: + A%, +0(Ax?) (4.167)
dx= . Axe
. ntl 5 5 5
"™ WML oy
dx= i Ax=

Portanto, ahora para obtener la EDP discretizada tan solo hay que sustituir las
expresiones, teniendo en cuenta la interpolacién lineal del término difusivo;.
sin embargo, para facilitar la lectura de la expresion resultante, se define el
siguiente operadorN:

N(h{) = hiy —2h{ + hiy, (4.168)

Resultando la siguiente ecuacion para el problema discreto en diferencias
finitas:

. 1 o1 At Y
ni*t—hy =SRN(R™) +5 RN(hY) +—r0(8t? Ax?) (4.169)
=

i=1 .. M....n=0
ht=hgw..n=10

hysy=hpwnz=0

Re = hgye ik = 0, e, M+ 1
K At
© 5, Ax?

Notese que la ecuacion anterior cumple exactamente la EDP inicial ya que
involucra el término del error. Eliminando dicho término se obtiene la
aproximacion discreta deseada:

| ; 1 At

i=1,.....M,....n>=10
hr=hgw..n=10
hys1=hpeeum=0

hi =hgyeeesni =0, e 0., M + 1

Substituyendo el operadorN, laecuacién se puede reescribir como:

At (4.171)

R s . Ry R R
=5 (W) + W+ RN == () = S () + (L= R 0)) + 5 () + <
5

2 2 2
i=1, ..M. .n=0
h=hgw..n=10
hysy=hpwnz=0
hi=hgei=0,ucc.., M+ 1
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A continuacién se muestrala solucion en Excel para la ecuacién formulada.

= 00000023 Re 0046

a1

w18 se derfss= 0000152

552009

= 000000001 i

10 Capas limo-arcillosas

hi=0

)
178 14001879 40001913 1400012 14000192 1400015 14000182 1400019 1400012 14000192 1400012 14000192 1400015 16000182 1400019 14000152 14000192 14000152
3456 160003651 140003835 14000384 1400034 1400034 16000384 14000386 14000384 14000384 14000384 14000334 14000385 16000384 14000384 14000384 14000384 14000384
sig4 40005411 140005745 140005759 14000576 14000576 14000576 14000576 1400057 14000576 14000575 14000576 14000576 14000576 14000576 1400057 14000576 14000576
o0 140007075 140007646 140007678 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768 14000768
840 1 1 ivel fedtico origimal 000% 140009 14000 140003 140009
10368 1y a0 _ NS 14001152 14001152 14001152 14001152
120% 1 40 N4 1400364 10034 140034 1400134
1384 3 e a0 NIS% 1400153 1400153 14001536 1400153
15552 x ac N8 W00IMB 1600178 400728 14001728
180 y " . Nrel feico il ongy 100192 140092 1400192 1400192
19008 U0 serest gk =14] | "'““f;‘j‘“’ U2 14002012 14002012 14002112 14002112
3% 1 - 40 T ‘ X304 14002304 4002304 1400304 14002304
2164 ¢ i a0 X6 1400243 140049 14002456 14,0024
w0 i, e eaaion 18 *m X688 14002688 16002688 14002688 14002688
2590 « OB 140085 1400288 140088 1400288 l400ES 1400088 L4008 140085 1400288 1400288
7648 Y 4 AT 400072 1400072 1400072 1400072 400072 14003072 400307 1400072 14003072 14003072
237 x A0S 1400060 14003264 1400264 14003264 1400264 14003268 14003064 1400260 14003264 14003264
3104 iy 2 4006 1400456 14003456 1400456 1400355 140056 140056 14003456 1400456 14003456 14.003456
28 Y A0 14003648 160038 14003648 1400348 14003608 1400348 14003648 14003648 14003648 14.003648
34560 I 0 @ ) 10084 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384 1400384
36288 1y . . . AR 1600402 1A000 1400402 14004032 M400M0R 16004032 140003 1600402 1400403 14004032
38016 160029863 140035288 160041654 140042141 140002226 4004238 1400226 1400424 14004224 1400424 14004226 14004 1600424 140024 16004224 1400424 14004224
074 100030870 140040850 140043488 1400042 140044142 400M1S8 1400416 1400M16 14004416 14004416 14004416 1400416 14004416 14004416 140016 1400416 14004416
aun 140031861 140042473 140045314 140051 140046058 140046077 14004608 1400460 14004608 14004608 14004608 1400AGOS 16004608 14004608 14004608 14.004608 14004608
a3 10003835 1400MOR 140047132 1400ATEYT 14007573 40047906 160048 14008 140048 140048 140048 140048 14008 140048  140M 140048 140048
w9 100033752 1000ASS% 14004843 00731 140049638 4009015 14004519 14004952 14004992 14004052 14004992 1AOVISS2 10004992 1AQVS2 14004992 14004992 14004352
46656 140034733 140047135 140050746 40051621 140051802 40051834 140051539 14005184 14005184 14005184 14005184 14005184 16005184 14005184 14005184 14005184 14005184
8304 14003566 14004865 140052541 140053509 14005715 140053753 140053759 14005376 14005376 14005576 14005376 1400576 14005376 1400576 14005376 14005376 14005376
s 100036572 14005017 140054329 140055394 140055627 L400SSTL 140055679 14005568 14005568 14005568 14005563 14005568 10005568 14005568 14005568 14005568 14005568
51860 140037471 14005165 140056108 140057276 140057538 14005759 140057598 140057 1400576 140057 1400576 140056 1400576 1400576 1400576 1400576 1400576

Figura 4.39.

Solucién Excel para ecuacion parabdlica 1D que gobierna el flujo en acuifero libre hacia un dren
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Figura 4.40.
Curvas de nivel fredticoa 120 hy 240 h
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Asimismo, elaboramos un programa en MATLAB para la solucién planteada.

clc;clear;
L=50;%input ('ingrese longitd L: '");

h1=14;%input ('ingres nivel freatico inicial Ho: '");
h2=0;%input ('ingrese nivel freatico final Hf: '),
t=240000; %input ('ingrese tiempo de simulacion T:');
dx=1;%input ('variacion de longitud dx: '");

dt=100; %$input ('variacion de del tiempo dt: ');
k=0.00023;%input ('ingrese coef.permeabilidad k: '");

Ss=0.09;%input ('ingrese coeficiente de alm.especifico Ss:
")
r=0.00000001;%input ('ingrese recarga hidraulica r: '");

R=(k*dt) / (Ss*dx"2) ;
C=(dt/Ss) *r;
B=[25:dx:L];
n=length (B) ;
H=hl*ones (t,n);
for i=1:t-1
H(i,1)=hl;
H(i,n)=h2;
for 3=2:n-1
H(1i+1,3)=((1-R)/(1+R)) *H(1i,J)+ (R/(2* (14R)) ) * (H(1,J-
1)+H (1, J+1)+H (i+1,3-1)+H(i+1,J+1))+C/ (1+R);
end
H(i+1,n)=h2;
end

%disp (H) ;

plot (B, H)

$subplot(1,2,1); plot(B,H)
$subplot(1,2,2); plot (B,H)

%axis ([9*L/10 L 4*hl1/5 hl+1]);
title('simulacion de acuifero libre');
xlabel ("longitud');

ylabel ('nivel freatico');

175



176

Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

Losresultados se muestran enla siguiente figura:

B Figure 1 — O *
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k
Odde | | AKATCDEAL- S| 0H 0D
simulacicn de acuifero libre
15 T T T T
10 1
Q
2
E
@
=
=
5l i
0 1 1 1 1
25 30 35 40 45 50
longitud
Figura 4.41.

Curvas de nivel fredtico obtenidas en MATLAB

4.7.5. Consolidacion Unidimensional en Suelos con un Estrato Compresible

Formulaciény solucién del caso:
Para conocer la ruta de asentamiento de un suelo por cargas aplicadas, con
base al ensayo de consolidacién, se debe tomar en cuenta las siguientes
hipotesis deTerzaghi(1925):

- Estratodesuelohomogéneo,isétropoy de espesor constante.

- Estratosaturado 100 % entre 1 0 2 superficies mas permeables.

- Compresibilidad delaguaylos granos, despreciable.

- Accionessimilares de masas infinitesimales o masas grandes.

- Compresion unidimensional endireccién normal alacapade suelo.

- Validezdelaleyde Darcy.

- Valoresconstantes de las profundidades del suelo (algunas cambian).

- Relaciénlineal (idealizada) entre relacion de vacios y presion.

- Deformacioneslentas que permitan despreciar las fuerzas de inercia.
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La modelacion numérica en diferencias finitas usando el esquema numérico
de Crank-Nicolson (1947) que es un esquema implicito alterno exacto en
segundo orden, tanto en espacio como en tiempo, basado en la teoria de
Terzaghi (1943), nos permite determinar la subsidencia de un suelo. Bajo esta
premisa se realizé la simulacion de la consolidacién unidimensional con flujo
de agua vertical para un estrato compresible, usando datos de campo y
laboratorio. La ecuacion que gobierna el proceso de consolidacién
unidimensional queda establecida de lasiguiente manera:

ap @ (4.172)
at =~ Va2

Condiciéninicial:

U=Az), e, parat=0y0<z<H

Esta condicién es debido al tipo de drenaje que se tenga; se atribuye a que las
capas confinantes son suelos relativamente gruesos y el agua debe fluir
libremente sin producirse sobre presiones intersticiales considerables.

Condicién defrontera:
El estrato Unicamente drena por lafrontera superior.

pu=0enz=0,parat>0,u=0enz=H

Esta Ultima restriccion se debe a que la base inferior es impermeable 'y, por lo
tanto, no existe flujo a través de esta frontera, concluyéndose que el gradiente
debesernulo.

La expresién discretizada inicial se establece dela siguiente manera:
(4.173)
Af2pu -1+ —(A+Dp(i—1Lj+10)+472u (i—1,j+1)
= A2p (i—-1,j+10+A-Dpi-1j+0—-A2p(i—-1j+1)

Las condicionesiniciales y de frontera se muestran en la siguiente figura:

u_(i,0)=Az) parai=0,1, ...
#_(0,4)=0 para; >0
H“_(M,j)=0
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& "
Condicidn de )
frontera: Condicldn de
frantera: |
o =0
M=
At I
2 -
1 af
a
0 1 i p-1
Condicitn inicial:
po=HZ)
v -
Figura 4.42.
Discretizacion del proceso unidimensional
Solucién Numérica:

Sien la ecuacion inicial hacemos j =0y realizamos un recorrido de los puntos
i =1ai=M-1, tomando las ecuaciones anteriores, podemos escribir las
ecuacionesenlalineadel tiempo.

F i 4174
(14 Ay — SH21 = (1 -2y + 2 (.ﬂu,l +pgo t .Hz,u) ( )

A A A
—gh T (14 Apoy — ZHa1 = (1= pgp+ i(.um +H3g)

A A A
k21 +(1+ Dpzy — FHa1 = (1—Apgp+ 3 (.Hz,n + .H4,u]'

A A A
5 Hi-11 +(1+ Dy — SHi+LL = (1—=App + E(Fi—m +is10)

A A A
~5Hu-31 + (1 + A ptpg-ny — SHM-11 = (1= Appg—ng+ E(FM—E,EI + .HM—Lu]'

A A A
5 Hu-21 + (1 + Appg—11 — SHM-11 = (1= ppp—10+ i(ﬁn—au + #M,u]'
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Se tiene ecuaciones lineales simultaneas con M-1 incégnitas. Las incognitas
son ui,1 parai=1ai=M-1ydejando a las incégnitas en el lado izquierdo de las
igualdades. El sistema resultante es tridiagonal, porque los elementos son
diferentes a cero. El método a usar sera el método de eliminacion de Gauss. El
método de eliminacién de Gauss se puede expresar de la siguiente forma:
bypyg + oy = dy (4.175)
Qa1+ oo +Copzy = d

Qghay + bapigy + gy = ds
@ifi—10 + Bty + Ciliza = d;

Qpg—2tpg—3,1 T+ Bpr—alipg—21 + Cpr—alipgs1 = dp—2

p—1tp—21 F Bp—afipp—11 = dp—

Donde: (4.176)
by =144 ¢=—-4/2 dy=(1—-Dpo+/2 (ugs+ oo+ tag)
ﬂ-1=_..-1l."f2 bl=l+4’1 Cl=—,l,n"'2

dy =(1—Apo+4/2 (g + oy 0+ Misrn)

Para2<i< M-2
Apy—1 = _41,."2 b;'-':l'—l =1+4 (4177)
dyg—1 = (1= Apipg—10+ A7/2 (paga + Bag—20 + Hago)
Estasecuaciones se abrevian de la siguiente forma:
bypy g +eypiay = dy (4-178)
iy T by v eilipgy = diparal =i=M-—2
App—1bir—z1+ Bar—11 = dpg—

Habiendo definido las ecuaciones que gobiernan el proceso de
consolidacién, debemos tener en cuenta: ui,o = AP para i=1,2, ..., M-1. La
solucion Excel para este caso se muestra a continuacion:
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oAt
;/ - sz
dx 0.5 Cv 1.452 H(i) 0
da | 05 A | 2.904 H(f) 0
i t 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
1 0.00 0 07 | 07 | 07 | o7 | 07 [ 07 [ 07 | 07 | 07 | 00
2 0.50 0 0.3049 | 0.4738 | 0.5649 | 0.6094 | 0.6227 | 0.609 | 0.565 | 0.474 | 0.305| 0.0
3 1.00 0 0.1885 | 0.3369 | 0.4382 | 0.4959 | 0.5145 | 0.496 | 0.438 | 0.337 | 0.189 | 0.0
4 1.50 0 |0.1351|0.2519 | 0.3393 | 0.3927 | 0.4106 | 0.393 | 0.339 | 0.252 | 0.135 | 0.0
5 2.00 0 |0.1021|0.1929 | 0.2634 | 0.3078 | 0.3229 | 0.308 | 0.263 | 0.193 | 0.102 | 0.0
6 2.50 0 | 00787 0.1493 | 0.2048 | 0.2402 | 0.2524 | 0.24 | 0.205 | 0.149 | 0.079 | 0.0
7 3.00 0 0.061 | 0.1159 | 0.1594 | 0.1872 | 0.1968 | 0.187 | 0.159 | 0.116 | 0.061 0.0
8 3.50 0 | 00474 | 0.0902 | 0.1241 | 0.1458 | 0.1533 | 0.146 | 0.124 | 0.09 | 0.047 | 0.0
9 4.00 0 |0.0369|0.0702 | 0.0966 | 0.1136 | 0.1194 | 0.114 | 0.097 | 0.07 | 0.037 | 0.0
10 | 450 0 | 0028700547 | 0.0752 | 0.0884 | 0.093 | 0.088 | 0.075 | 0.055 | 0.029 | 0.0
11 5.00 0 0.0224 | 0.0426 | 0.0586 | 0.0689 | 0.0724 | 0.069 | 0.059 | 0.043 | 0.022 | 0.0
12 | 550 0 | 00174 | 0.0331 | 0.0456 | 0.0536 | 0.0564 | 0.054 | 0.046 | 0.033 | 0.017 | 0.0
13 | 6.00 0 |0.0136 | 0.0258 | 0.0355 | 0.0417 | 0.0439 | 0.042 | 0.036 | 0.026 | 0.014 | 0.0
14 | 650 0 |0.0106 | 0.0201 | 0.0277 | 0.0325 | 0.0342 | 0.033 | 0.028 | 0.02 | 0.011| 0.0
15 7.00 0 0.0082 | 0.0156 | 0.0215 | 0.0253 | 0.0266 | 0.025 | 0.022 | 0.016 | 0.008 | 0.0
16 | 7.50 0 | 0.0064| 00122 | 0.0168 | 0.0197 | 0.0207 | 0.02 | 0.017 | 0.012 | 0.006 | 0.0
17 | 800 0 | 0.005 | 0.0095 | 0.0131 | 0.0153 | 0.0161 | 0.015 | 0.013 | 0.009 | 0.005 | 0.0
18 | 850 0 | 0003900074 | 0.0102 | 0.012 | 0.0126 | 0.012 | 0.01 | 0.007 | 0.004 | 0.0
19 9.00 0 0.003 | 0.0058 | 0.0079 | 0.0093 | 0.0098 | 0.009 | 0.008 | 0.006 | 0.003 | 0.0
20 | 9.50 0 | 0.0024 | 0.0045 | 0.0062 | 0.0073 | 0.0076 | 0.007 | 0.006 | 0.004 | 0.002 | 0.0
21 | 1000 | 0 |0.0018|0.0035 | 0.0048 | 0.0057 | 0.0059 | 0.006 | 0.005 | 0.003 | 0.002 | 0.0
Profundidad (m)
0 2 4 6
0
S
E 0.1 1 e 1.00
(=]
T _ 02 +— ¥em2.00
I ™~
- < w500
S Eo3
3 \ / el 10.00
o X
2 0.4
2
@ 05 f+—F——
5
0.6

Figura 4.43.
Diagrama de exceso de presion versus profundidad de resultado Excel




Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

Para el proceso de simulacién usaremos el lenguaje de programacién
MATLAB. Los datos son tomados de ensayos de laboratorio de consolidacién.
Para la consolidacién unidimensional del estrato compresible se tomard en
cuenta los siguientes valores K = 1.10°6, dz = 0.25, Cv = 1.4522, Mv = 0.0579y
H =5.En la siguiente figura se muestra el diagrama de flujo para la solucién
computacional del proceso de consolidacién unidimensional para un estrato
compresible.

FQ, FM, H,

Cv, My, i

stimacidn del
asentamiento rado
medio de consolidacion en
un tiempo t

Incremento del tiempo
1)

Determinacién del
coeficiente delvector D

Figura 4.44.
Diagrama de flujo para la solucién computacional del proceso de consolidacion
unidimensional para un estrato compresible
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A partir del diagrama de flujo elaboramos un programa en MATLAB para la
soluciéon planteada.

clc; clear
T =5;,DP=0.7;FO=0; FM=0; IT=1;
H =5; CV =1.4522; MV =0.0579; K=1.6*10"-6;

dz = 0.25;

B =[0:dz:H]; n=length (B) ;
dt =0.1;

A =[0:dt:T]; m=length (A);
S =MV * DP * H ;

L=CV*dt/ (dz"2);

U = ones (m,n) ;

$condiciones iniciales y de frontera
U(:,1) =FO ;

U(:,n) = FM;

U(l,:) =DP ;

U(2,:) =DP ;
while IT<100;
for 3=3:m

*(U(3-1,1-1)+U(3=1,i+1))+(1-L) *U(§-1,1)) ;

end

U(3,2)= (L/2)* UG, L)+ UG-1,1)+ U(G-1,3))+(1-L) *U(3-1,2) ;
U(j,n-1)= (L/2)*(U(J,n)+U(j-1,n)+U(3-1,n-2) )+ (1-L) *U(J-1,n-1);

(1+L) - ((-L/2) *(-L/2) /BE(i-1));
=(U(j,1)-(-L/2)*GA(i-1))/BE(1);
end
U(j,n-1)=GA(n-1);
for i=n-2:-1:2
U(j,1)=GA(1)-((-L/2)*U(j,1i+1))/BE(1);
end
end
IT=IT+1;
end
for j=2:m
Al=U(3,1)+U(3,n);
for i=2:n-1
Al=A1+2*U(j,1i);
end
A2=(Al*dz)/2;
AS (j)=MV* (DP*H-A2) ;
E(J)=AS(J)/S;
end
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ASENT=AS (12)

yearl=U(12,
year2=U (22,
year5=U (51,

,AS(22)
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,AS (51)
GMConsolidacion=E (12),E(22),E(51)
)
)
:)

hold on
plot (yearl)
plot (year?2)
plot (yearb)
grid on

La salida del programa elaborado reporta el siguiente resultado y las graficas

mostradas a continuacion.

Tiempo 1 2 5

U 0.4265 0.6053 0.8640

Asentamiento Total 0.0864 0.1227 0.1751
Tabla 4.4.

Asentamientos totales y parciales en funcion del tiempo, sistema monoestrato

Frofundidad

% 1 L 1 ! I 1 ] 0
(1] a1 0z a3 04 05 a6 a7
Exceso de presion hidrostifica

Figura 4.45.
Curva de consolidacién unidimensional para un estrato
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4.7.6. Consolidacion Unidimensional en Suelos con Varios Estratos Compresibles

Formulacién del caso:

Laformulacion del proceso se hard para un sistema constituido por Ns estratos
compresibles (se resolvera un problema con cuatro capas deformables). La
ecuacién que rige el proceso de consolidacion para un sistema formado por
Ns estratos compresibles es:

ou o%u (4.179)
(E)L = (E)L_ paral =1,2,..,Ns

Donde el subindice L denota la propiedad correspondiente al L-ésimo
estrato. Las condiciones iniciales y de frontera externa que deben cumplirse
para este sistema de estratos son las mismas sefialadas para el caso de un solo
estrato compresible. Ademas de estas restricciones, deben satisfacerse las
condiciones de frontera interna que se presentan en las interfaces de los
estratos con diferentes propiedades. Las ecuaciones correspondientes a este
requisito las podemos obtener basdandonos en la Ley de Darcy y en la
continuidad del flujo através de lasfronteras internas, esto es:

6‘#) ou (4.180)
— h’_=(—) Ky aral =1,2,...,Ns—1 '
(BE . L FY +1 P 1y eans

= =

=
Figura 4.46.
Sistema de Ns estratos compresibles

Solucién Numérica:

El modelo propuesto para este sistema de varios estratos es basicamente el
mismo planteado para un estrato compresible. Aqui, al espesor total del
sistema de estratos se le divide en M intervalos iguales de tamafio AZ; con
respecto al tiempo es enteramente igual. El sistema discretizado se presenta
enlasiguientefigura.
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Fronteras Fronteras
Internas Internas

v/ v
Estrato L

Estrato 1 Estrato NS

O I g
A N I I g

Zy

Zns

Figura 4.47.
Sistema de Ns estratos compresibles discretizados

Las expresiones discretizadas para la ecuaciéon inicial con las condiciones
iniciales y de frontera externa son las mismas que las expuestas en el caso de
una capa. Esta ecuacion se aplicara a todos los nodos internos de la malla,
salvoaquellos puntos que se encuentren separados por unafronterainterna.

Condiciéninicial:

pio=Ff(Z) para i=012 ..M (4.181)
Condiciones defrontera externa:
'

Ko, ) para j >0 (4.182)
Hug = 0

Haciendo j=0 y aplicando la ecuacién de diferencias principal a los nodos
internos, con excepcién de los primeros puntos situados a la izquierda, en
cuyo casodeben aplicarse las siguientes ecuaciones respectivamente:

(4.183)

A A A
_E.“:'—L,Hl + {1 + 5{2 + Rn}}_ui,}-ﬂ— E{l + RR}H:'+L;+1

A A A

= Zhiay 1= 5@+ Ry + 5 0+ R
A A A

3 (1+ Ry )pi1 51 + {l +3 (2+ Rb}}.ue,}'ﬂ B LEaEUas!
i

A A
=-(1+Ry)ps—q; + {1 - ;":2 + Rb}}#i,j T oMz

-
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Tomando en consideracién las expresiones de condicidn inicial y de frontera
externa se obtienen las ecuaciones tridiagonales de M-1 ecuaciones con M-1
incégnitas. Resolviendo este sistema de ecuaciones se pasaalasegundalinea,
y asi sucesivamente, de manera andloga a cémo se procedié en el caso de un
solo estrato compresible. El sistema de ecuaciones que se tiene en cada linea
detiempo esde lasiguiente forma:

A (4.184)
Qi a1+ Bill; joq + €3l 41 = d;
para a=i=M -2

pr—1ba—2,j+1 T bM—i.“M—Ljﬂ = dp—1

Donde parael primerrenglénsetiene:

A
by = (1+4)c; = _Eldl (4.185)

Ay
=(1— A )p;; + E{Hn,jﬂ + po; t+ !J:,j}

En los nodos interiores, exceptuando los puntos con condiciones de frontera
interna, setiene:

A (4.186)
2

d; =(1- 'll-}.luz',_;l' + 3 '[.Hz'—u + .L'HL_J':'

.-1
a; = — {l +"1L}CE

Para el primer nodo situado aladerecha de unafronterainterna tenemos:

a Apy:
a; = _%(1 + Ry, )b; = l+%(2+RbL}c = % (4.187)

AL+ Aps1 Aps1
d; = 5 Hislg + {1 -5 (2+ Rb;_}}.uz',j + D (1+ Rb;_}.“e—Lj

Finalmente, para el dltimo renglén del sistema sera:
‘A’J"l'_g
Am-1=~ 5 bpy—1=1+ Ay dy—y (4.188)
"'11"1'-
= ?5 '[.“J g+l T Eg—1 1 ,;'} + '[1 - iﬁs}ﬂm—u

La solucién numérica, apoyandonos en lenguaje de programacion MATLAB,
seformularaa partir del siguiente diagrama deflujo.
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Lectura de datos
ip,FO,FM, N3 Zi, Cwi,
Mi, Ki, ti).

Determinacion de los
parametros para cada
estrato.

Calculo de los
parametros Ra vy Rb,
definidos con formula
respectivamente

Calculo de asentamiento
total (S)

Establecimiento de las
condidones iniciales vy
de frontera externa

|

Estimacidn del
asentamiento y grado

medio de consolidacion en
un tiempo t

Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

Calculode coeficente A,
B v C del zsistema
tridiagonal de
ecuaciones

Incremento deltiempot

Determinacion de los nuevos
valores del vector
independiente D

Calculo de losnuevos valores
del exceso de presidn
hidrostatica

b

Impresion de resultados asentamiento total
(S), icrosomas de exceso de presion
hidrostatico asentamiento (St), grado

medio de consolidacion (U}

Figura 4.48.
Diagrama de flujo para la solucién computacional del proceso de consolidacién
unidimensional con varios estratos compresibles

A partir del diagrama de flujo elaboramos un programa en MATLAB para la
solucién planteada con 4 estratos compresibles.

clc; clear

DP =1;FO=0;FM=0;IT = 0;NS=4;T=7195;dt=5;
CV=1[0.04110.1918 0.0548 0.0686];
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MV =[3.07%10"-31.95%10"-3 9.74*10"-4 1.95*10"-3] ;
K=1[7.89*%10"-6 2.34*10"-5 3.33*10"-6 8.35*10"-61;
H =180;

P=[10 30 60 80]; %profundidades

E=[10 20 30 20];% espesores

DZ =P (NS) /H;

Q =[0:DZ:H];

n=length (Q); %numero de nodos en columnas

W =[0:dt:T];

m=length (W) ;

it=0;

AT=0;1I=0;
%CALCULO DE PARAMETROS LAMBA
for i=1 : NS

end
AT
for j= 1:NS-1
720 = 1*DZ;
Z=P(3);
I=I+1;
if 7z >= Z0O
AO(j)=0.2;
BO (3)=(1-R0(3)) ;
Kl=K(j) / K(J+1);
K2=1/K1;

RA(J)=((BO(3))*(1-K1))/ (K1+AO(3) * (1-K1));

RB(J)=((A0(3))* (1-K2)) / (K2+BO(J) *

end
end

%calculo de los coeficientes A, B, y C sistema de
for w=1:4
B(2)=1+L(1);
C(2)=-L(1)/2;
for i=3:P (1)

A(i)=-L(1)/2;

B(i)=1+L(1);

C(i)=-L(1)/2;
end
A(11)=-L(1)/2;
B(11)=1+((L(1)/2)*(2+RA(1)));
C(1ll)=-L(1)/2* (1+RA (1)) ;
A(12)=-L(2)/2* (1+RB(1));
B(12)=1+L(2)/2* (2+RB (1)) ;
C(12)=-L(2)/2;

(1-K2));

ecuaciones
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for i=13: P(2)

A(i)=-L(2)/2;

B(i)= 1+L(2)

C(i)= )/2;
e d

1)=-L(2)/2;
3l)=l L(2)/2* (2+RA
31)=-L(2)/2* (1+RA(
32)=-L(3)/2* (1+RB(
32)=
32)=

(2));
2));

(2));

14+L(3)/2* (2+RB(2))

L(3)/2;

’

A( )= )/2;
B(i)= 1+L(3)
C(i)=-L(3)/2;
end
A(61)=-L(3)/2;
(61):1 L(3)/2* (2+RA(3)) ;
C(61)=-L(3)/2* (1+RA(3));
A(62)=-L(4)/2*(14RB(3));
(62)=1+L(4)/2*(2+RB(3));
C(62)=-L(4)/2;
for i:63:P(4)—1
A(i) 4)/2;
B(i)=1+L(4);
C(i) (4)/2;
end

A(80)=-L(4)/2;
B(80)=1+L(4);
End

= ones (m,n) ;
%condiciones iniciales y de frontera
U(:,1) =FO ;

+

(1-

U(:,n) =FM ;
Uu(l,:) =DP;
U(2,:) =DP ;
while IT < 100
for j=3:m
U(j,2)= (L(1)/2)*(U(3, 1)+ U(F-1,1)+ U(F-
1,3))+(1-L(1))*U(3- l,2) ocondicion de los dl
for i=3: P(l
U(3,1) = (( ) /2) (3-1,1-1) + U(3-1,1+1))
(1-L(1))*U(j-1,1));%es trato 1
end
$frontera internal
U(j,11) = )/2)*U(3-1,10))
(L(l)/2)*(2+RA(l)))*U(j—lrll) + ( (1) /2)* (1+RA (1))

*U(j_
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1,12) =
U(3,12) = ((L(2)/2)*0(3-1,13)) + (1-
(L(2)/2)*(2+4RB(1)))*U(3-1,12) + (L(2)/2)* (1+RB(1))*U(J-

1,11)
for 1=13:P(2)
U(3,1) =« )/2) (3-1,1-1) + U(F-
1,1i+1)) + (l—L(Z))*U(j—l,i)),oestrato 2
end
$frontera interna2
U(3,31) = ((L(2 /2)*U(j 1,30)) + (1-
L(2)/2)*(2+RA(2)))*U(3-1,31) + )/2)* (1+RA(2) ) *U (F-
1,32 ;

U(3,32) = ((L(3)/2)*0(3-1,33)) + (1-
3)/2)* (2+4RB(2))) *U(3-1,32) + (L(3)/2)*(1+RB(2))*U(J-

1,31) ’
for 1=33:P(3)
U(j,i) = Yy /2) (j-1,1i-1) + U(J-
1,i+1)) + (1—L(3))*U(j—1,i)),oestrato 3
end
$frontera interna3
Uu(j,6l) = )/2)*U(j-1,60)) + (1-
(L(3)/2)*(2+RA(3)))*U(j-l,6l) + ( (3)/2)* (1+RA(3) ) *U (-
1,62) ;
U(3,62) = ((L(4)/2)*U(j 1,63)) + (1-
4)/2)* (2+RB(3))) *U(j-1,62) + )/2)* (1+RB(3) ) *U (J-
1,61) ’
for 1=63:(P(4)-1)
U(j, 1) = ((L(4)/2)*(U(j-1,1i-1) + U(J-
1,i+1)) + (1-L(4))*U(3-1, 1)),oestrato4
end
U(j,n-1)= )/2) (3,n)+U(3-1,n)+U(j-1,n-

2))+(1—L(4))*U(j—1rn—l)

BE (2)=B(2);

GA(2)=U(3,2)/BE(2);
for i=3:n-1
BE (1)=B(i)-((A(i)*C(i-1))/BE(i-1));
GA(1)=(U(3,1)-(A(1)*GA(i-1)))/BE (1)
end
U(j,n-1)=GA(n-1);
for i=n-2:-1:2
U(3,1)=(GA(1)-(C(i)*U(j,1i+1))/BE(1));

end
end
IT=IT+1;
end
JOo=1;
ASE=0;
for 3=1:NS
JI=P(J);

Al=U(1,J0+1)+U (m,JI+1);
for 1=J0+1:JI+1
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A1=A1+2*U(3,1);
end
A2=(A1*DZ) /2;
AS (J)=DP*MV (J) *P(J) - (MV (J) *A2) ;

ASE=ASE+AS () ;
JO=P (J);

end

ASE;

ES=(ASE) /AT;

U;

timel=0U (148, :)
time2=0U (587, :)
time3=U(m, :)
hold on

plot (timel)
plot (time?2)
plot (time3)
grid on

La salida del programa elaborado reporta el siguiente resultado y gréficas.

Tiempo 1 2 5

U 0.756 0.506 0.252

Tiempo (dias) 7195 2930 740
Tabla 4.5.

Asentamientos totales y parciales en funcion del tiempo, sistema multiestrato

Consolidacién Unidimensional para varios estratos

=2 930 dias
U=0506

3

[t=7197das
0756

Profundidad

2

|
0 04 02 03 04 05 06 07 08
Exceso de presion hidrostatica adimensional

Figura 4.49.

Curva de consolidacién unidimensional para 4 estratos compresibles
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4.8. ProblemasPropuestos

- Problema propuesto 1: La ecuacién diferencial parcial del tipo parabdlico que se

muestra, modela el flujo o propagacion de calor en una barra homogénea de
longitud finita sin fuentes de calor.

Ju  k &u

ot pC, 0z

uw(0,t) =u(L,t) =0, >0,

u(z,0) =u'(z), 0<z <L,

en Q<< L, t>0

Donde u = u(x, t) es la temperatura de la barra en la posicion x al tiempo 7 k es el
coeficiente de conductividad térmica; p es la densidad de la barra; Cp es el calor
especifico,y L eslalongitud de la barra. Suponemos que los parametros &, p y Cp son
constantes. Se pide establecer la ecuacion en diferencias finitas bajo un esquema de
solucion apropiado, justifique su respuesta.

- Problema propuesto 2: Usando la ecuacion de Laplace, obtener la distribucion de
temperatura en estado estacionario para una placa calentada segun la siguiente
informacion:

5 a4 ulxey) ulxy)
Viu(ny) == 5 ay®
con las siguientes condiciones de frontera:

u(0,v) = e¥ —cos(y) e v u{d, ¥) = ¥ cos(4) — e* cosly)
ulx, 0) = cos(x) —e*...........ulx,4) = e*cos(x) — e*cos(4)

=0paral =x=40=y=4

- Problema propuesto 3: La flexién en una viga, simplemente apoyada con una
carga uniforme gy carga axial de traccion 7, viene dado por:

A

¥
d’y Ty gx(L-x) q
de EI ZEI v v v v v v v v 4

Donde:

x=Posiciénalolargodelaviga (in)
T'=Tension aplicada (Ibs)
E=Mobdulodeelasticidad de la viga (psi)
I=Segundo momento deinercia (in*)

g =Carga uniformemente distribuida (Ib/in)
L=Longitud delaviga (in)
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Dado: T=7200Ibs; g=5400Ibs/in; L=75in; E=30Msiy /=120in*

(a) Encuentre la deflexiéon de lavigaenx=50in.Use un tamano de paso de Ax=25
iny aproxime las derivadas por aproximacién de diferencia central dividida.
(b) Encuentre el errorrelativo verdadero en el calculo de y(50).

- Problema propuesto 4: Tomemos el caso de un recipiente a presion que se esta
probando en el laboratorio para verificar su capacidad para soportar presién. El
recipiente tiene radio interno a y radio externo b. La ecuacién diferencial para el
desplazamientoradial ude un puntoalolargo del grosor viene dada por:

d’u ldu u

ar* rdr r?

Asimismo, el radio interno a = 5 in y el radio externo » = 8 in y el material del
recipiente a presién es ASTM A36 acero. El limite eldstico de este tipo de acero es de
36 ksi. Dos galgas extensiométricas que son unidas tangencialmente en el radio
interno y externo miden la tensiéon tangencial normal reportando a la presién
maxima necesaria:

= 0.00077462
e, = 0.00038462

S

Dado que el desplazamientoradial y la tensién tangencial estan relacionados por:

u
€,=—,
’
Entonces:
ul,_,= 0.00077462x5 = 0.0038731"
u| = 0.00038462 x 8 = 0.0030769"

El esfuerzo normal méximo en el recipiente a presién esta en el radio interno r=ay
esta dado por:

E [u
1-viir

du
V_
dr

max

r=a r=a
Donde:

E=MobdulodeYoung paraelacero (E=30Msi)
v=relacion de Poisson (v=0.3)
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Elfactorde seguridad (FS) esta dado por FS=Limite elasticodelacero/o,,,,

Se pide:

(@)  Dividir el espesor radial del recipiente a presién en 6 nodos equidistantes y
encuentre el perfil de desplazamiento radial.

(b)  Encuentre el esfuerzo normal maximoy el factor de seguridad.

(c)  Encuentre el valor exacto del esfuerzo normal maximo dado por la ecuacion
para FS'silaexpresion exacta para desplazamiento radial es de la forma:

u=C,r+£
r
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5.1.

5.2.

Capitulo V

Sobre PDETool de MATLAB

La caja de herramientas de MATLAB ("Toolbox"), nos permite resolver ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales utilizando el método de elementos finitos. En
particular, con la utilizacion de la interfaz grafica denominada "PDETool" es posible
especificar el dominio 2D de un problema, la triangulacién del dominio, los
coeficientes delaEDPy las condiciones de contorno.

El método tradicional de solucién numérica toma los siguientes pasos: descripcion
de la geometria, generacién de la malla de elementos, discretizacion de la ecuacién,
condiciones de borde o frontera, solucidn del sistema de ecuaciones y grafica de
resultados.

La tecnologia computacional actual ha desarrollado programas orientados a la
solucion de estos problemas considerando la automatizacién de los pasos
anteriores. Aunque matematicamente las ecuaciones son similares, los programas
estan clasificados considerando la aplicacién final. Asi tenemos programas para
analisis de esfuerzos mecanicos, fluido dinamico computacional (CFD), sistemas
electromagnéticosy genéricos para uso general.En el drea de ingenieria de procesos
son usados los de tipo CFD y de configuracién general para resolver problemas de
fluido-dindmica, transferencia de calor, transferencia de masa, reactores, etc.

Por tanto, PDETool de MATLAB es una herramienta que facilita la resolucion de
problemas de EDP. La solucién presentada se obtiene haciendo uso del método de
elementos finitos para problemas sobre dominios limitados y continuos en el plano.
Los casosincluidos son: transferencia de calor en estado estable y transitorio, flujo en
medios porosos y problemas de difusion, propagacion de ondas transitorias y
armonicas, movimientos transversales en membranas, determinacién de estados de
vibracién natural de membranasy problemas de estructuras mecdnicas.

Como Utilizar PDETool de MATLAB

En resumen, presentamos algunos de los elementos basicos para trabajar con el
"Toolbox", para lo cual debemos comenzar a trabajar con la interfaz grafica para EDP
de MATLAB tecleando PDETool enlalinea de comandos.

5.2.1. Estableciendo Dominios
Para especificar el dominio de nuestro problema procederemos del siguiente
modo: en "Options", elegir "Axes Limits" para concretar el area (x, y) (por
defecto,x=-1.5:1.5ey=-1:1); seleccionar "Grid" para situar un mallado sobre
el drea que aparece y "Snap" para ajustar automaticamente la figura de
nuestro dominio al mallado (esto facilita dibujar regiones simples).
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Seleccionar "Grid Spacing" si se desea modificar el espaciado del mallado (el
que estd pordefectoes 0.5 enxy0.2 eny).Losdominios se construyen en base
ala composicion (suma y/o resta) de una serie de dominios elementales tales
como rectdngulos, poligonos y elipses (los que aparecen en el menu de
opciones), cuya manipulaciéon es muy sencilla. Se recomienda escoger un par
de ejemplos paracomprobarlo.

Para formar el drea de interés, escribiremos la "férmula" que describe nuestro
dominio como suma y/o resta de las figuras elementales en el espacio
destinado a "Set formula" (que aparece sobre la regiéon grafica). Si queremos
guardar este dominio para utilizarlo posteriormente, seleccionaremos
"Export geometry description" del menu de la opcién "Draw" y elegiremos
"OK" en el cuadro mostrado. De este modo "exportaremos" los datos de la
geometria bajo los nombres de las variables "gd" "sf" "ns" (salvo que se
cambie). De hecho, sin entrar en detalles, esta especificacién de la geometria
debe ser procesada antes de poder utilizarla con diferentes comandos
MATLAB. Es mas sencillo esperar a tener especificadas las condiciones de
contornoy exportar simultdneamente estasy lageometria del problema.

Condiciones de Contorno

Para establecer las condiciones de contorno seleccionar en "Boundary" la
opcién "Boundary mode" o, equivalentemente, pinchar el boton “0Q".
Seleccionar uno o varios segmentos y en el menu de "Boundary" elegir
"Specify Boundary Conditions". Se pueden especificar condiciones de
contorno tipo Dirichlet de la forma /*u=r introduciendo los valores de los
pardmetros 4 y r (por defecto, 2 = 1y r = 0). Si elegimos condiciones de
contorno tipo Neumann, deberemos especificar los coeficientes g y ¢. La
forma general de la condicién de contorno aparece en la parte superior del
cuadro de didlogo (n es el vector unitario normal y ¢ es un coeficiente en la
EDP). Para guardar las condiciones de contorno en una forma que permita ser
utilizada en un programa MATLAB, seleccionar "Export Decomposed
Geometry", "Boundary Cond's" en el menu de "Bundary" y elegir "OK" en el
cuadro. De este modo exportaremos los datos de geometria y condiciones de
contorno.

Especificaciones dela EDP a Resolver

Para especificar la EDP a resolver, seleccionaremos "PDE specification” en el
menu de la opcion "PDE" y escogeremos un problema prototipo (por defecto,
eliptico, de la forma -div(c *grad(u))+ a*u =f). Introducir los coeficientes "c"y
"a" delaEDPy lafuncion "f" del lado derecho de la ecuacién. Los coeficientes
pueden ser funciones de "x","y" y para problemas no lineales también pueden

ser funcidn de "u", "ux", "uy". Utilizaremos entonces "x", "y", "u", "ux", "uy" en la
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expresion a introducir, ddndonos cuenta de que MATLAB interpreta estas

cantidades como vectores. Teniendo en cuenta esto si queremos introducir la

funcion"xy", teclearemos "x. *y" en lugarde "x*)".
5.2.4. Seleccion de Parametros
Seleccionando "Parameters" en el menu de la opcion "Mesh" estableceremos
(opcionalmente) los parametros de la triangulacién inicial de nuestro
problema de elementos finitos. Para generar la triangulacion pincharemos en
el botdn con el triangulo o, alternativamente, elegiremos "Initialize Mesh" en
el menu de "Mesh". Para guardar la triangulacién de forma que pueda ser
utilizada en un programa MATLAB, seleccionaremos "Export Mesh" en el
menu de "Mesh" y pincharemos "OK" en el cuadro de didlogo. Esto permite
exportar los vértices, los bordes y la ordenacion de los triangulos con los
nombres: "p""e" "' (salvo cambio), respectivamente. Démonos cuenta de que
necesitaremos esta informacion si queremos comparar la solucién exactay la
aproximadaenlos vértices o calcular diversas formas del error.

5.2.5. Refinando laMalla

Para refinar la triangulacion pincharemos el triangulo dividido o
seleccionaremos "Refine Mesh" en el menu de "Mesh". El método de
refinamiento por defecto esregular (para cambiarloiremos a "Parameters").La
solucién numérica de la EDP puede realizarse de manera adaptativa
seleccionando primero "Solve Parameters" y luego "Adaptive Mode" en el
menu de la opcién "Solve": introduciremos el maximo numero de tridngulos
que deseamos o el maximo niimero de pasos de refinamiento.

Soluciondela EDP

Para resolver la EDPy dibujar la solucién seleccionaremos "Solve PDE" en el menu
de "Solve". Para exportar la solucién al espacio de trabajo principal de MATLAB
elegiremos "Export Solution". Disponemos de varias opciones de gréaficos para
representar la solucién; seleccionaremos "Parameters" del ment de "Plot".

5.2.6

5.3. EstudiodeCasos

5.3.1. Lineas de Flujo o Corrientey Equipotenciales

Se puede estudiar el flujo de lineas de corriente en diferentes situaciones; por
ejemplo, la forma mas sencilla corresponde al trazo de lineas de flujo
uniforme. Establecemos condiciones de borde tipo Neumann en la parte
superior e inferior (es decir intercambio nulo) y condiciones de borde tipo
Dirichlet en el borde izquierdo (20 unidades) y derecho (4 unidades)
obteniéndose lo siguiente: se debe establecer "PDE Specification" de la
siguiente manera con f=0.
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Bl PDE Specification - m] X
Equation: div(cgrad(u))+atu=f
Type of PDE: Coefficient Value
@ Eliptic € 10
(O Parabolic a 0.0
) Hyperboic f 0
O Eigenmodes. d 1.0
oK Cancel
Figura 5.1.

Especificaciones para EDP

P oo - i) - o X
e Gan Optens Diw Boundiy POE Meh Sehe Pl Winsew Help

|O|3|o|®| B | an]me| A & = |4 [omecsn o x v e
St

Coler u Vecter fald -gradiy)

Figura 5.2.
Flujo uniforme de izquierda a derecha

A este flujo uniforme podemos colocarle un obstaculo, quiza simulando la
base del pilar de un puente, en este caso un pilar de seccién rectangular o
cuadrada (condicion de frontera tipo Neumann).

B P Tootbex - [Untitied] - o x
Fle tor Optoms O Sounday POE Meh Sobe Pt Window Hep
DO @E[o|®] > [0n]re| Al L] = [ O [ommcscn o D ¥

St formu RIRZ

Calor: u Vaetor fiele: -grad(u)

Figura 5.3.
Flujo uniforme de izquierda a derecha incluyendo un obstdculo de seccién rectangular
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Figura 5.4.

Flujo uniforme de izquierda a derecha incluyendo un obstdculo de seccién circular

También es posible realizar combinaciones de flujo; por ejemplo, un flujo
uniforme de izquierda a derecha més una fuente y un sumidero. La fuente o
sumidero seran condiciones tipo Newman, positiva si es fuente, negativa i es

sumidero.

B 70 Tocioor - Unstied]

o Eol=

Fle Edt Options Draw Boundsry PDE Mesh Soke Plot Window Help

Set formuin

> [80]re A& = | ] O [lomere scamr

Color: u Vector field: -grad(u)

10

15

| L H L
0 5 0 5 [

Info: Selecta new plt, or change mode io aker POE. mesh, or boundaries

Figura 5.5.

Flujo uniforme de izquierda a derecha incluyendo una fuente y un sumidero

5.3.2. Transferenciade CalorenunaPlacaPlana
Se estudia mediante el método de elementos finitos el comportamiento de la
conduccionde calorde unaplaca plana, tal como se muestraenlafigura:
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H=20 W/m?°K, T-=300°K

k=4 W/mK

g=0 To=400°K

0.25

0.40

S01

4

q=0

Figura 5.6.
Placa plana para transferencia de calor

La placa es de longitud "/ x [, area cuadrada con orificio triangular,
condiciones convectivasy adiabaticas atemperatura "7" constante. Cargamos
PDETool y luego seleccionamos "Heat Transfer" e iniciamos a construir la
geometriadelaplacaen el dreadetrabajo.

a) Transferencia de calorestacionaria

Elementos geométricos Heat Transfer

B0t Tootoor hiied o x
Fie gt qffors D Goundmy PDE Meh Sohe Plot Window Hap
=] S| @] > | o) roe | A ] = | Ao T v o
‘ ‘et formula:
s
0
Area de trabajo
0
o //
0z
-
02
04
P ISR ISR SURUINS SO SO S 1
B
4
15 05 s 15
T S p— [ wa
Figura 5.7.

Espacio de trabajo, elementos geométricos

Utilizamos las siguientes opciones:

'Optiones''Axes Equal’

'Optiones''Axes Limits"... set-0.5to 1.5forxandy.

'Options''Grid'

Graficar el rectdnguloy el tridngulointerior segun lageometria del problema.



Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales

Punto de insercidén
del triangulo Obiject type:

) Object Dialog

Icono de insercién
del triangulo
(como poligono)

Coordinates: | 0.25,0.4

Kevalue edit box: |025

Y-value edit box:

| 0.40000000000000002

Name: | P1

0K

Figura 5.8.

Caja de didlogo con punto de insercion

) PDE Toolbox - [Untitled]

o0 |roe| A & = | & [[Heat Tionster B B
Set formula: |sum=\
Y IO
08 Freseesenasnaenaenanes
[ S —
P1
04
L .
sa1
0 H
i i
05 0 05 1 15
Info pos | Bt
Figura 5.9.

Insercion de figuras geométricas, tridngulo

Sedefini6 el cuadrado SQ1y el tridngulo P1.Eldominio es SO1-P1.

) PDE Toolbox - [Untitled] E\@@
Fie Edt Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
0| @] 0| @] 3 |salroe| A £ = |\ X [Reaanser [ e vooam
Set formula: I 1
| I—— I N NN
0.8 f-rremmmmnneneennnnaes 4
06
Rttt S STTUOIRRLTRSOLRRRR |
02| ssmrrmennennneeanes 4
ree——__________ ___________ [FEEEERE.
H i i
05 0 05 1 15
Info:  Click on subdomains to select. Double-cick to open PDE Specification dialog box. Exit

Figura 5.10.
Generando placa con agujero triangular
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A continuacién, definimos las condiciones de borde para la placa cuadrada:
Lado derecho:Dirichlet.

) Boundary Condition hT (&=
Boundary contion equation: WT=r =r

Condltion type: Coefficiert Value Descrigtion

O Neurnann ¢ \ ‘ et flux

@ Dirichlet [ | s et
h i | wert
v laoo | Temperature

Figura 5.11.

Condiciones de borde tipo Dirichlet

Ladosinferioreizquierdo: Neumann.

or E—T

Boundary condition equation: nk*grac(T)sa*T=g k + q T e g

Condition type: Coefficiert Value a I’l ption

@ Neurmann | a 0 | Heatflux

O Dirichlet a o | Heattranster coeficiert
| Temperstu

Figura 5.12.
Condiciones de borde tipo Neumann

I ado m%minr: Condiciéon de borde convectiva (Neumann):
Slux =—k —T =hT-T,)
on

- =)
) Boundary Condition

LEX

Boundary condtion eqution: nkgrac(T)+atT=g
Condtion type: Coefficient Value Description
(@ Neumann a |s000 | Heat fux
© Dirichiet a [0 | Heattransfer coeficiert

\ ] v

| et

Figura 5.13.

Condiciones de borde tipo Neumann-convectiva

Condiciones de borde o frontera para el triangulo interior; los tres lados
corresponden a condiciones tipo Dirichlet con 7=280°K.

)} Boundary Condition E‘@lg‘
Boundary condition equation: Tar
Condltion type: Coetficient Value Description
O Neumann [
(® Dirfchlet 1 1§ |

h i Welght

E [260 | Temperature

Figura 5.14.

Condiciones de borde Dirichlet de T° constante
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En el menu 'PDE' seleccionar 'PDE Mode' y luego hacer doble clic en el
dominio.

—V(EVT)=Q + (T — T), «...en esta ecuacion Q@ = 0; h = 0

En esta forma de "PDE", el término de conveccién y calor que aparece son
relativos atodo el dominioynoalas condicionesde borde.

} PDE Specification

Equation: —oe(ker a1 =G Texd-T), T=tempersture
Type of PDE Coefticert Value Description
(%) Eliptic: r | |
O Farabolic E |
& jan | Coeff. of heat conduction
a o | Heat sourcs
B o | Convertive hest transter coer.
Text loo | External temperature
Figura 5.15.

Caja de didlogo para especificar EDP

En el menu 'Mesh' seleccionar 'Mesh Mode' y en el mismo menu afinar con
'Refine Mesh',

) PDE Taalbox - EXAMPLE]. M (=13}
Fila liiltf th}g@g Drawﬂ Bqundar?' ,PDE, Me;h Solve  Flat  Window  Help - Y
I:I| ElCD\ @l » ‘GQF’DEi &‘ &| = i-@.m\mmat Transter || %1338 ¥: 03148

Set formula | H P |

DiE e o e

o

Dl frmemmmmenemanes

o

-0.5

Info;  Refined mesh consists of 2518 nodes and 4816 triangles. | Extt

Figura 5.16.
Refinado de malla

En el menu 'Plot' seleccionar 'Parameters' y especificar las opciones de
visualizacion. Finalmente, activar 'Plot.
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Plot Selection

Plct type: Property: User entry: Plot styfe:
£t tempersture B | [iterpoleted shad. -l
Contour
v [ = 3
L] Detormed mesh tempersture gracisrt BN |
[T] Height (3-D pioty temperature ] | [eontrucus |
Aniration Cptions
[ Plot i x- i Contour pict |evels: 20 Plot solution sutomaticaly
[] Show mesh Colorma: coal -
Figura 5.17.

Caja de didlogo para definicion de pardmetros

Fle ©f Options Draw Boundary FDE Mesh Soive Plot Window Help =
0| @] O|@| » | oa|re| A & = | ] O [reatmonse [ < e EEREL]
Set formeda: I

Solucidn del
caso

nta: 4 . mesh,

Figura 5.18.
Simulacion, resultados en 2D

Siactivamos 'height (3D plot), graficaen 3D con plano de contorno, obtendremos:

Color: T Height: T Veclar field: q

o3 BEHBEEE

Figura 5.19.
Simulacidn, resultados en 3D
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b) Transferencia de calor no estacionatria.
En este caso usaremos la ecuacién completa:

—V.(kVT) = Q + h(T,,, — T)

). PDE Specification = =13l
Equation: hotCHTciv(k*grad(T))=Qeh*(Text. ), T=temperature
Type o1 POE: Coefficiert Value Descrigtion
 Enplic tho 00.0 Density
-
7 parskolc ) < oo Hest capacty
P
 Hyperboiic K e Coett. of heat conduction
€ Ejgenmodes Q po Heal source.
h po Convective hest transfer cosft
Text h External temoerature
OH Cancel
Figura 5.20.

Caja de didlogo para especificar EDP Parabdlica

Los parametros de simulacién son: En el menu 'Solve' seleccionar 'Parameters’

=T
Time:
Hjptonsoon )
wioy
(‘J Tiempo de
L PED X simulacidén: [0,
Mt 100, 200, 300,
Relative tolerance: 4aNnN Ennni
o
Ahzolute tolerance: Temperatura
inicial= 280°K
jp.oo1
Ok I Cancel
Figura 5.21.

Caja de didlogo para especificar tiempos de simulacién y valores iniciales

Finalmente, en el menu 'Plot' seleccionar 'Parameters'y luego 'Animation’ para
animarlasolucién con el tiempo.

=loix|
Plat type: Property: User entry: Plat style:
I~ Color
fempersture = interpolated shad. =
[~ Cortour
v Arrows Jhest flux = [prorartionsl =]
I~ Detormed mesh fremperature aradent =]
[~ Height (3-D piot) ihmapmsure | | [mmmuuus j
T Arivation > Options. |
-~ - - “
I~ Plot in sy grid Contour plot levess: En T~ Plct soluion automatically
[~ Show mesh Colormap: ool +| Time for plot. 5000 -
Close Cancel
Figura 5.22.

Pardmetros para simulacion de estado transitorio
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5.3.3. Vigaen Voladizo Sujeta a Carga Puntual
Resolveremos el problema de elasticidad en 2D como se muestra a
continuacion:

by
i P=1000 N
i
3
b1
[
- X
b=05m
L=3m
Material: Aluminum
a=1m
Figura 5.23.

Viga en voladizo

Iniciamos configurando el caso de la siguiente manera, usando como tipo de
problema 'Structural Mech., Plane Stress'":

Type of Problem

1B PDE Tooibox - [Unti
Eile Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
O] 3| O @B | s lre| AL = | | A [stucutiecn, suresiess =)
= Generic Scalar
s T Generic System
A' Solve MMCRCEAE S
\ \  Problem ! Struciural Mech., Plane Strain
Buttons for 1 - - :
creating geome| it h Plot
condiions 1ofine materiai \ refinement gplaction Magnetostatics.
properties atc. AC Power Eleciromagnetics
08 coarse Conductive Media DC
mesh Heat Transfer
Diffusion
06
Figura 5.24.

Definicion de tipo y geometria para viga en voladizo

A continuacién, vamos a configurar el problema; recordemos que se estd
resolviendo para los desplazamientos, pero se puede obtener la tensién y los
esfuerzos de esta solucion.

-Paso 1: Use menu para definir laregion de trabajo:

Options — Axes Limits (un espacio mayor que el rectdngulo delaviga)
Set X-axisrango[-0.5 3.5]
SetY-axisrango[-0.51.0]

Options — Grid (Draw grid)

Options— Snap

"ClickRectangleicon”

Use el mouse paradibujar el rectangulo

Clicen coordenadas (0,0.5) presionesy arrastre hasta coordenadas (3,0)
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-Paso 2: Condiciones de borde:

Boundary — eliminartodoslos limites del subdominio

"Click boundary conditions button”

(i) Borde izquierdo: Doble clic en el borde izquierdo (x = 0). No hay
desplazamiento (z = v=0).Recuerde que en lafigura siguiente es el vector
deuyv.Usaremosla condicion de borde tipo Dirichlet.

B Boundary Condition = | B S

Boundary condition equation h*u=r

Conditon type: Coefficient Value Description
) Neumann
@ Dirichlet
Mixed
hit, h1z Weights

h21, hz2

r

o
o
o
0
1
0
0 Displacements.
0

Figura 5.25.
Condiciones de borde de viga en voladizo (1)

(ii) Borde derecho: Esto lleva la carga "P". No puede configurar una carga
puntual. Debe especificarlo como unafuerza de traccién o Fuerza/Areaen
elborde.Eso es P/b=2000N.Tenemos que especificar la traccion usando
la condicion de contorno de Neumann. Haga doble clic en el borde
derecho (x=3)

B Boundary Condition e ——

Boundary condition equation n*crgrad(u+qiu=g

Candition type: Coefficient Value Description

© Neumann af 0 Surface ractions
(©) Dirichlet @ 2000

(©) Mixed qm,q12 Spring constants.

q21,q22

0
0
1
o
0
o

Figura 5.26.
Condiciones de borde de viga en voladizo (2)

(iii) Borde superior (y = 0.5): Toda la traccién es cero, usaremos condicién de
borde tipo Neumann para aceptar valores predeterminados.
(iv) Borde inferior: Lo mismo que para el borde superior.
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r - S
B Boundary Condition = ]
Boundary condition equation n*cgrad(u}q’u=g
Condttion type: Coefficient Value Description
@ Neumann o 0 Surface tractions
(©) Dirichiet 02 0
© Mixed q11, g12 0 0 Spring constants
a21, 922 o o

1 o

0 1

o

o

Figura 5.27.

Condiciones de borde de viga en voladizo (3)

-Paso 3:Hacer clicen PDE botén para establecer las propiedades del material
para Aluminio:

density=2710kg/m?

Modulus of Elasticity (E) =70 Gpa

Modulus of rigidity (G) =26 Gpa

Poisson ratio (nu): calcular a partirde G = E/[2(1 + nu)]

-Paso 4: Malla del dominio (default meshes):
Haga clic en malla gruesa, refina la malla dos veces. Este programa solo usa
mallas o elementos triangulares.

-Paso 5: (Solucion del problema):

Clicenicono”="

Veremos la solucién, se puede cambiar las propiedades de trazado haciendo
clicenelboténdetrazado.

conr

xee tepotes s B
ws @ - e ol
¥ Detrmed mesn ) P
Heapt (0 pot) xdspacenet ) ™ cntiuous -

B ot slecion ol@ [pe——

—

—

Figura 5.28.
Pardmetros y resultados de viga en voladizo
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5.3.4. Flujo Debajo de una Presalmpermeable e Incorporacion de un Dren

Para el estudio del flujo de agua debajo de una presa de materialimpermeable
usaremos el caso de la siguiente figura. Se muestra las dimensiones del
problema, se tiene un solo estrato identificado como Suelo 1, es isotrépico, es
decir que la permeabilidad K, =k,=10° m/s. En la parte central de la base lleva
una pantalla impermeable de 10 m de profundidad por 1 m de espesor. La
base del cuerpo de presa es de 10 m y se encuentra cimentada a 1 m de
profundidad.

10 Presa Impermeable

1

H1=9

H2=3

ez
AL

S hEde

mmm
| : L

Suelo 1

3

L

Figura 5.29.
Presa impermeable con pantalla

Como en los casos anteriores, procederemos a activar PDETool en la linea de
comando de MATLAB. Elegiremos el tipo "Generic Scalar". Como primer paso
definiremos la geometria del sistema, luego las condiciones de borde o
frontera especificando bordes tipo Neumanny Dirichlet.

Ademasdelos ejesiguales, los "grid" y los limites, incluimos "X-axis extra ticks",
valores -0.5 y 0.5, de igual manera en "Y-axis extra ticks', el valor -7, con la
finalidad de podertrazar confacilidad la pantallaimpermeable.

211



Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales
Aplicaciones Usando Excel y MATLAB

1 T T T T T T
s e . : T
H B Grid Spacing - [=} X
X-axis inear spacng O Auto
-30°5:30 -
R2 X-axs extra ticks. |
0505
5L ks -axis inear spacng: [ aste |
I J S [2e-5:30 H
Y-axis exira ticks:
7] EOSS 71 |
Apply Dene
a5l o |
. i i i i i i
2-520 15 10 5 5 10 15 20
Figura 5.30.
Geometria de la presa

Luego generamos las regiones de la siguiente manera: R1-R2-R3 para paso
seguidorefinarlamalla.

Figura 5.31.
Refinado de la malla

A continuacién, establecemos las condiciones de borde tipo Neuman; se
asignara a la base de la presa y toda la pantalla impermeable, asi como a los
limites del modelo izquierdo, superior e inferior. La parte de contacto con el
aguaaguasarriba sera unafronteratipo Dirichlet con9m de cargayla partede
aguasabajocon3mdecarga.
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-15 -10 E 0505 10 15 20

Figura 5.32.
Condiciones de borde

Revisamos la EDP para verificar la condicién:

B PDE Specification — u] X
Equation: ~div(c*grad(u)}a‘u=t
Type of PDE: Coefficient Value
(@ Eliptic e 1
O Parabolic a 0.0
O Hyperbolic f 0
O Eigenmodes d 1.0
oK | l Cancel
Figura 5.33.

Revision de “PDE Specification”

Finalmente, ejecutamos la simulacién, obteniéndose el siguiente resultado,
que representa las lineas de flujo y las lineas de potencial correspondientes al
flujo debajo de una presaimpermeable con pantalla:

Color u Vector feld: -gradu}
T T T TTT T T T

E i L I 11l | i i
g B B 5 Err 5 ) 15 2 )

Figura 5.34.
Resultados de simulacién de flujo bajo la presa impermeable
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En el siguiente paso, incluimos un dren en la parte inferior de la pantalla de la
presa. El caudal asignado al dren corresponde a 20 unidades cubicas/tiempo.
En este caso debemos notar que el circulo asignado al dren se divide en 4 arcos
iguales, por lo tanto, cada arco representa 5 unidades cubicas/tiempo y con
signo negativo que va a generar una extraccion.

TTT

i
z T N 35008 [ [

Figura 5.35.
Incorporacion de un dren debajo de la presa

— ] T
~ o —2
~
=

—

Condten e Conficnt  Vake cescrion

Figura 5.36.
Detalle de la Incorporacion de un dren debajo de la presa

Asimismo, se pueden hacer diferentes simulaciones de caudales para analizar
el comportamiento de las lineas de flujo, en este caso probamos con =20y
0=40.Losresultados se muestran enlas siguientes figuras.

Coler. & Victos Said gradls)
T T TTT T T

sl

| I i Ll | I 1
E3 10 = 05005 B 10 i E:

Figura 5.37.
Simulacién con la incorporacion de un dren debajo de la presa a Q=20
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Color u Victar it -gradly)
TTT

L1y i | i
E: W i 5 ns005 ¥ w0 3

Figura 5.38.
Simulacién con la incorporacion de un dren debajo de la presa a Q=40

5.3.5. Perimetros de Proteccion de Pozos
Este caso consiste en determinar los perimetros (radio de influencia) de
proteccién de pozos de explotacion de agua subterrdnea, en régimen
permanente, utilizando la herramienta PDETool de MATLAB.

Construir una grilla de 2000 m de largo por 1000 m de ancho. Utilizar una
condicion de carga o cabeza constante en el costado izquierdo (H=45m)yen
el costado derecho del modelo (H = 43 m). Los costados superior e inferior
tienen condicion de borde de flujo nulo. Considere un tiempo maximo de un
dia, aunque la simulacién es en régimen permanente. Asignar propiedades
hidraulicas constantes en toda la malla. Asignar un pozo de bombeo con las
coordenadas (1600,500) y caudal de bombeo (-10 //s).

8
AV

AW

SOSERE
v\‘}{_ AYAY, ﬁ@
AR

g
E; L
2

\

KRN

R0y
kL

Figura 5.39.
Simulacién de un pozo de proteccion en un sistema subterrdneo
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Apéndice A

Este apéndice de introduccion a MATLAB ha sido elaborado tomando como base varios
tutoriales de ayuday laweb MathWorks (https://la.mathworks.com/help/MATLAB/getting-
started-with-MATLAB.html).

6.1.

6.2.

6.3.

Introduccion

Millones deingenierosy cientificos en todo el planeta utilizan MATLAB® para analizar
y disefar los sistemas y productos que transforman nuestro mundo. El lenguaje de
MATLAB, basado en matrices, es la forma mds natural del mundo para expresar las
matemadticas computacionales. Las graficas integradas facilitan la visualizacion de
los datos y la obtencion de informacién a partir de ellos. El entorno de escritorio
invita a experimentar, explorar y descubrir. Todas estas herramientas y funciones de
MATLAB estan probadas rigurosamente y disefiadas para trabajar juntas.

MATLAB le ayuda a llevar sus ideas mas alla del escritorio. Puede ejecutar sus analisis
en conjuntos de datos de mayor tamanoy expandirse a clusters y nubes. El cédigo de
MATLAB se puede integrar con otros lenguajes, lo que le permite implementar
algoritmosyaplicaciones en sistemas web.

Aspectos Fundamentales del Lenguaje

MATLAB es el acrénimo de "MATrix LABoratory" (laboratorio de matrices). Aunque
otros lenguajes de programacion, generalmente, procesan los nimeros de uno en
uno, MATLAB® funciona, principalmente, con matrices y arreglos completos. Los
aspectos fundamentales del lenguaje incluyen operaciones bdsicas, como la
creacién de variables, la indexacién de arreglos, operaciones aritméticas y tipos de
datos. El objetivo de esta guia es explicar los comandos basicos para comenzar a
programaren MATLAB.

Directorios
Antes de empezar, debemos indicarle al programa en qué directorio vamos a
trabajar. Para esto vamos a File > Set Path y hacemos clic sobre el boton 'Add Folder.,
Una vez que hayamos seleccionado la carpeta de trabajo, cerramos la ventana
haciendo clicen'Close' En este caso hemos escogido trabajar en la unidad D, carpeta
"ejemplos".
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d\ MaTLAR R20140

HOME

G T E D gemplos
Curvent Folder 5

Name ) New to MATLAB? Watch this Video see Examples or nead Getting Started
P |

Workspace

Name = Value Min

Figura A1.
Pantalla de inicio de MATLAB

6.4. DefiniciondeVariablesyOperatoriaBasica
Para definir una variable en MATLAB, simplemente la declaramos de la siguiente

forma: a =6, a lo que el programa respondera desplegando el valor de "a" en
pantalladelasiguiente manera:

Command Window
(@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started.

5> a=€

Figura A2.
Definicién de variables y operaciones en MATLAB

Para evitar que en pantalla se despliegue un resultado, se agrega un puntoy coma al
final delaoperacion:

a=6;

Como pueden observar, no es necesario declarar el tipo de datos que contiene la
variable a; a menos que se indique lo contrario, MATLAB trabaja por defecto con
arreglos. En el ejemplo, a queda definido como una matriz de 1x1 cuyo Unico
elementoeselnimero6.
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6.4.1. Declaracion de Matrices
Los elementos de cada fila se separan por comas o espacios, para terminar con
unafilay empezarlasiguiente se pone un puntoy coma. Ejemplos:

A=[1,2,3:4,5,6,7,89] B=[1,23] C =[1;4:9]
1 23 B=[1 2 3 1
A=|4 5 6 Cc=|4
7 8 9 9

También se pueden crear vectores en forma rapida utilizando V'=inicio: paso:fin
V=1:0.2:2;generaV=[11.21.41.61.82]

o crear vectores equiespaciados utilizando “linspace” (inicio, fin, n.° puntos)
V=linspace(1,2,6);generaV=[11.21.41.61.82]

También es posible importar matrices desde Excel o archivo "txt"; por ejemplo,
los siguientes datos los tenemos en el bloc de notas; archivo con nombre

"placa.txt"
l placa: Bloc de notas
Archivo Edicién Formato Ver Ayuda
150 158 150 150 150 150 158 158 150 150 150 150
1lee 123.17 131.24 134,09 134.80 134.40 133.12 130.74 126.43 117.97 99.09 5e
1ee 111.45 117.71 120.32 120.72 119.67 117.34 113.42 107.02 96.36 78.38 5@
100 104.91 107.84 168.75 168.16 166.22 103.14 98.57 91.87 82.06 68.07 50
100 108.35 99.98 98.74 96.71 93.96 90.43 85.85 79.85 71.93 61.83 50
lee 96.50 93.00 89.51 86.04 82.50 78.75 74.57 69.73 64.00 57.33 50
100 92.67 86.00 80.27 75.43 71.25 67.50 63.96 60.49 57.00 53.50 50
100 88.17 78.07 78.15 64.15 59.57 56.04 53.29 51.26 50.02 49.65 50
1lee 81.93 67.94 58.13 51.43 46.86 43.78 41.90 41.25 42.16 45.09 5e
1ee 71.62 53.64 42.98 36.58 32.66 30.33 29.28 29.68 32.29 38.55 5@
1e@ 50.91 32.03 23.57 19.26 16.88 15.60 15.20 15.91 18.76 26.83 50
Q@ 5} [} [} 5} Q@ e 5} [} 5} 5} Q@

Figura A3.

Datos en bloc de notas

Luego podemos ejecutar el comando "load"y asignar esta matriz a la variable
"4",la cualtendra dimensiones 12x12:

A=load ('placa.txt’); % Se importalos datos de la matrizrespuesta

6.4.2. Indexacion de Elementos de una Matriz
Si definimos 4 como una matriz de m x n, podemos acceder a sus elementos a
través delos siguientes comandos:

A(i,j) :Muestrael elementodelafilaiycolumnaj.
A(i,:) :Muestralafilai.
A(:,j) :Muestralacolumnaj.
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A([13],7):Muestralos elementosdelasfilas 1y 3 delacolumnaj.
A(i,[14]):Muestralos elementos de las columnas 1y4 dela columnai.

También se puede asignar valores a elementos especificos de una matriz,
combinando los comandos de declaracién e indexacién; por ejemplo:

A(1,2)=17:Guardaelnimero 17 enlafila1,columna2.
A(i,-)=17:Guardaelnimero 17 entodos los elementos de lafila .
A(:,j))=17:Guarda el nimero 17 entodos los elementos de la columna;.

6.4.3. Matrices Especiales
En ciertas ocasiones se necesita definir matrices especiales, como
identidades, matrices nulas, unitarias, diagonales, tridiagonales, etc. A
continuacién, ejemplos de estas matrices:
A"-MatrizTranspuestade 4
eye(n):Creaunamatrizdeidentidad denxn.
eye(m,n) :Creauna matrizde ceros de mxn conunosen su'diagonal..
diag(¥): Creaunamatrizdiagonal conlos elementos del vector V.
diag(¥;n): Creauna matriz'diagonal desplazada'en n con los elementos del
vector V. Sin>0ladiagonal se desplaza haciala derecha, sin<0Oalaizquierda.
diag(4): Crea unvector conladiagonal delamatriz 4.
ones(m,n): Creauna matrizde unosdemxn.
zeros(m,n): Crea una matrizde cerosde m xn.
rand(m,n): Crea una matrizde mx n de valores aleatorios.
Existen muchas mas formas para definir matrices, y las que antes fueron
mencionadas poseen mas funciones. Para conocer mas acerca de estas se
recomienda utilizarlaayuda de MATLAB.

6.4.4. Operaciones con Matrices

Disponemos de las siguientes operaciones matriciales:

A*B :Multiplicacién matricialde 4y B.

A.*B :Multiplicacién delos términos de 4 por los de B (conmutativa).
A/B :Multiplicacién matricial de 4 porlainversade B.

A\B :Multiplicacién matricial de Bporlainversade 4.

A./B :Divisién delos términos de 4 porlosde B.

A+B :Sumadelostérminosde 4 conlosdeB.

A-B :Restadelostérminosde 4 conlosde B.
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SiUy Vsonvectores (matrices de unafila):

dot(U, V)  :ProductopuntodeUcon V(Y u,.v,)
cross(U,V) :Productocruzde Ucon'V.

6.5. M-Files
En MATLAB se programa en M-Files, que son archivos de texto con una secuencia de
instrucciones que luego se ejecutan en el programa. Para crear uno nuevo vamos a
File > New > M-File.

6.5.1. Creacion de Funciones
En MATLAB podemos crear funciones que ejecuten determinadas secuencias,
las cuales pueden ser llamadas desde otro M-File. Para crear una nueva
funcién debemos declararlacomotal:

function [a,b] =nombre(c,d)
Donde ay b son las variables de salida (lo que entrega) y c y d son las variables

deentrada (lo querecibe para poder ser ejecutada).
Ejemplo:

function [s,r] = sumaResta(a,b)
s=a+b;

r=a-b;

Guardamos el archivo en el directorio definido al comienzo y vamos a
"CommandWindow" donde escribimos:

>> [a,b]=sumaResta(3,23)
a=

26
b=

-20

También es posible incluir comentarios en los M-Files. Para esto anteponemos
% a lo que se quiera comentar. Si anotamos comentarios justo después del
nombre de la funcion, esto se mostrard como ayuda, si escribimos el comando
"help" nombre de lafuncién en el "Command Window". Ejemplo:
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function [s,r] = sumaResta(a,b)
r)),‘

,sumaResta(a,b) retorna un vector con la suma de a y b en su
%primer componente y la resta de ambos en el segundo.
s=a+b; %Suma

r=a-b; %Resta

En"CommandWindow":

>> help sumaResta
sumaResta retorna un vector con la suma de a y b en su primer componente
y la resta de ambos en el segundo.

6.5.2. OperadoresLégicos
El operador "For" genera ciclos con incrementos de una variable; por ejemplo,
creaelvectora=[2 4 6....20]:

for i=1:10
a(i)=2*i;
end

La secuencia de instrucciones bajo el "if" se ejecutara solo si se cumple la
condicién especificada; por ejemplo:

for i=1:10
a(i)=2%;
if a(i)>=10
b(i)=-ali);
end

end

Crealosvectoresa=[2 4 6...20]yb=[-10 -12 -14... - 20]. También existen
los condicionales "elself" y "else". A continuacion, se muestra una lista con los
operadoresrelacionales mas utilizados:
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Operador Significado
> Mayor que
< Menor que
>= Mayor o igual
<= Menor o igual
& Y (and)
| O (or)

6.5.3. Grdficos
MATLAB permite graficar los resultados obtenidos. Para esto utilizamos el
comando "plot". Ademds, existe una serie de funciones que aportan
informacién adicional al gréfico: "plot" (vector x, vector y, opciones):

- Graficalos pares ordenados (vector x (i), vector y (i)): Por defecto, MATLAB
une los puntos que se grafican, pero esto se puede deshabilitar utilizando
las opciones del comando "plot". Las opciones van desde cambiar los
colores hasta el tipo de figura que se desea para marcar los puntos.

- xlabel('nombre"): Daeltitulo al eje coordenadox.

- ylabel('nombre'):Daeltitulo al eje coordenado y.

- title('nombre'): Da el titulo al gréafico.

- gridon:Hacevisible larejilla del grafico.

- hold on:Mantiene el gréfico anterior mientras se hace uno nuevo

- figure:Creaunanuevaventanade gréfico

- legend('nombre"):Identifica el gréfico en pantalla (etiqueta el grafico)

Ejemplos:

i) Graficaremos el movimiento oscilatorio amortiguado que tiene una
estructura de un grado de libertad (Esto es una versién muy simplificada de
cémo oscila un edificio) cuyaecuacién es:

x(t)=A-exp(—f-w-t)ssen(w-1)

Donde

A[m]:Amplitud

f: Coeficiente deamortiguamiento

w [1/s]: Frecuencia natural de oscilacién dela estructura
t[s]:Tiempo

A continuacién, presentamos un M-File que resuelve el problema:
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%Definimos el vector de tiempo:
t=0:1/200:10;

%Definimos los parametros de la ecuacion:
w=2%pi; %Frecuencia

b=0.05; %Amortiguamiento

A=3; %Amplitud

%Calculamos la ecuacién de movimiento:
y=A*exp(-b*w*t). *sin(w*t); Y%va con .* ya que la exponencial y el
%seno son vectores que evalian la serie

%de tiempo

%Graficamos:

plot(t,y)

title(' Decaimiento Libre')
xlabel('tiempo [s])
ylabel('Amplitud [cm]')
legend('Ampliad’)

grid on

Guardamosy corremos el programa, resultando el siguiente gréfico:

Decaimiento Libre

e

4
I |

|
A

Amplitud [em]
=]

tiempo [s]

Figura A4.
Ejemplo de salida grdfica en MATLAB con una funcién
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%Definimos el vector de tiempo:
t=0:1/200:10;

%Definimos los parametros de la ecuacion:
w=2*pi;  %Frecuencia

b=0.05; “cAmortiguamiento

A=3; Y%eAmplitud uno

B=1.5; %Amplitud dos

%Calculamos la ecuacion de movimiento:
yl=A*exp(-b*w*t).*sin(w*t); %wva con . ya que la exponencial y el
Y%seno son vectores que evalian la serie

Y%de tiempo

%Calculamos la segunda ecuacién:
y2=zeros(length(t)): %Damos dimensiones al vector creando un
%vector de ceros. Esto hace mucho mas rapido

Yl programa.

%Calculamos la ecuacion de movimiento:

for i=1:lengthi(t)
y2(i)=B*exp(-b*w*t(i))*sin(w*t(i));

end

%Graficamos:

plot(t,y1)

title('Decaimiento Libre')
xlabel(tiempo [s])

ylabel{ Amplitud [cm])

grid on

hold on

plot(t.y2, Red)
legend(Amplitud=3''Amplitud=1.5);
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Elgraficoresultantees:

Decaimiento Libre

:’ T 'If T T T T T
' ' ' : ' Amplitud=3
. : - . , Amplitud=1.5
| | | : | ' | |
1 ety 2 pieh il S ----- j==--- F==--- ==
E A A\ A U
—_— [ 1, i ] I I
3 A\ %\VA
& . v : v \V AR ;
£ b ' i b i , ' :
< if : : : : : : :
R ¥ St SELERL SEETRETERESREEES EERERCREEEE
(R R O oo EE— [ R
i ‘ | H i i ' X
] H ! H I H L H
2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo [s]
Figura AS.

Ejemplo de salida grdfica en MATLAB con dos funciones

Probemos ahora la opcién 'subplot’ para graficar. Si reemplazamos el cédigo
que grafica por:

Y%Graficamos:
subplot(2,1,1)

plot(t,y1)
title('Decaimiento Libre')
xlabel('tiempo [s])
ylabel( Amplitud [cm])
legend('Amplitud=3')
grid on

subplot(2,1,2)
plot(t,y2,'Red)
title('Decaimiento Libre')
xlabel('tiempo [s])
ylabel('Amplitud [cm]')
legend('Amplitud=1.5")
grid on
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Lasalida graficasera:

Decaimiento Libre

—— Amplitud=3 |

T 2 -—-t--—t----—+—-—1---- i
S,
So
%_ '
QE: -2 b I CTTTTA i e [y e [
' | ' i ‘ ' h ' )
4 H s H : H " 1 L :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo [s]
Decaimiento Libre
2 -
: . ; | Amplilud=1.5|
AR A/ P St S S Sy
g 0 ‘.1 J JI“.f' '\ sfﬂ\ . \/V\ : . . :
s | \f VIR
< -1p--aga----~ Pe---- s TR R —.--- qe-e- e -
] I 1 ' 1 L} L 1
D) H I h ! H I 1 I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo [s]
Figura A6.

Ejemplo de salida grdfica tipo 'subplot'en MATLAB

6.6. AcercadelaAyudade MATLAB
MATLAB cuenta con una excelente plataforma de ayuda al usuario. Es fundamental
utilizarla, ya que esimposible poner en una guia todo lo que se puede hacer con este
programa. Alguien que utiliza bien MATLAB no es aquel que se sabe todas las
funciones de memoria, sino quien sabe usar de forma eficiente laayuda.

Para llamar a la ayuda vamos a Help > MATLAB Help o presionamos F1. Les
recomiendo que utilicen la pestafia "index" o "search" para buscar temas en la ayuda.
Si quieren ver detalles de una funcién, pongan ahi el nombre de la funcién. Si
quieren hacer algo, pero no saben si existe la funciéon que lo hace, busquen por las
"palabras clave" con términos relacionados a lo que quieren hacer. Es muy probable
que encuentren lo que estan buscando.

A continuacion, se lista las funciones que les pueden ser Utiles en su vida estudiantil,
busquen para quésirven enlaayuda.

cla

clc
cumsum
cumtrapz
disp
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eig

fft
getframe
guide
input
length
max

min
movie2avi
nargin
nargout
plot
plot3
roots
size

sort
sparse
sum
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7.1.

7.2.

Apéndice B

Introduccion

Una interfaz grafica es el vinculo entre el usuario y un programa computacional,
constituida, generalmente, por un conjunto de comandos o menus, instrumentos y
métodos por medio de los cuales el usuario se comunica con el programa durante las
operaciones que se desean realizar, facilitando la entrada y salida de datos e informacién.
Una interfaz es una de las partes mas importantes de cualquier programa, puesto que
determina qué tan factible y preciso serd el desempeiio del programa ante los
comandos que el usuario pretenda ejecutar. Aunque un programa sea muy poderoso, si
se manipula por medio de una interfaz pobremente elaborada, tendra poco valor para
un usuario inexperto. Es por esto que las interfaces graficas tienen una gran importancia
para usuarios inexpertos o avanzados de cualquier programa ya que facilitan su uso.

Ejemplos de interfaces graficas son las ventanas de Word, Excel, la ventana de
MATLAB, entre otras. Una interfaz grafica consta de botones, mendus, ventanas, etc.,
que permiten utilizar de una manera muy simple, y en ocasiones casi intuitiva,
programas realizados en ambientes como Windows y Linux. Las interfaces gréficas
también se conocen como interfaces de usuario. El nombre en inglés de las
interfaces graficas es Graphical User Interface y se denominan GUI, por lo que
nosotros también nos referiremos a ellas de lamisma manera.

Existen diferentes lenguajes de programacion que permiten crear GUI, tales como
Visual C, Visual Basic, TKy MATLAB, por mencionar algunos.Todos ellos permiten usar
diferentes controles y tienen distintas maneras de programarlos. MATLAB nos
permite realizar GUl de una manera sencilla, usando una herramientallamada GUIDE
(GUI Development Environment). En este apéndice presentaremos unaintroduccion
muy completaalas técnicasen MATLAB para crear interfaces graficas.

GUIDE (Graphical User Interface Development Environment) es un juego de
herramientas que se extiende por completo en el soporte de MATLAB, disefadas
para crear GUI (Graphical User Interfaces) facil y rdpidamente, prestando ayuda en el
disefioy presentacién de los controles de la interfaz, reduciendo la labor al grado de
seleccionar, tirar, arrastrar y personalizar propiedades. Una vez que los controles
estan en posicion se editan las funciones de llamada ("Callback") de cada uno de
ellos, escribiendo el cédigo de MATLAB que se ejecutara cuando el control sea
utilizado. Siempre serd dificil disefiar GUI, pero no deberia ser dificilimplementarlas.

Disefio del GUIDE

GUIDE esta disenado para hacer menos tedioso el proceso de aplicacién de lainterfaz
gréfica y obviamente para trabajar como herramienta de trazado de GUI. Entre sus
poderosos componentes estd el editor de propiedades ("property editor"), este se
encuentra disponible en cualquier momento que se esté lidiando con los controles
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de MATLAB. El editor de propiedades por separado se puede concebir como una
herramienta de trazado y asistente de codificacién (revisién de nombres y valores de
propiedades). Cuando se fusiona con el panel de control, el editor de mend, y la
herramienta de alineacién, resulta una combinaciéon que brinda un inigualable
control delos gréficos en MATLAB.

El beneficio que proporciona el uso de GUI es evidente, ya que permite al usuario
ejecutar, cdmodamente, el cédigo desarrollado en MATLAB, sin necesidad de cumplir
la incomoda sintaxis funcional necesaria cuando se trabaja desde la linea de érdenes.
A diferencia de la ejecuciéon de funciones o "scripts" de MATLAB, la ejecucién de GUI no
predetermina el flujo de ejecucion del cédigo. Es el usuario, a través de su interaccion
con el GUI, el que determina el orden en que se ejecutan las diferentes érdenes y
funciones desarrolladas. Otra diferencia importante es que la ejecucién no termina
cuando finaliza la ejecucién del "script" o funcién, sino que el GUI permanece abierto,
permitiendo al usuario invocar la ejecucién de ese u otro cédigo desarrollado.

Eldesarrollo de GUI se realiza en dos etapas:

- Diseflo delos componentes (controles, menusy ejes) que formaran el GUL.

- Codificacién de larespuesta de cada uno de los componentes ante la interaccion
delusuario.

Iniciando GUIDE

Alaherramienta GUIDE se accede de varias maneras, la primera de ellas es tecleando
guideenlaventanade comando.

>>guide

Otra manera de entrar en GUIDE, es a través de la opcién "File", haciendo clic en
"New"y por ultimo eligiendo la opcién GUI, (como se muestra en lafigura).

Command Window
@) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started.

>> guide

fi o>

B GUIDE Quick Start - O X

Create New GUI Open Existing GUI

GUIDE templates Preview

) Blank GUI (Default)
4 GUI with Uicontrols
4\ GUI with Axes and Menu
4 Modal Question Dialog

BLANK

[] Save new figure as: |D:\ejemplos\untitled.fig Browse...

Figura B1.
Pantalla de inicio GUIDE de MATLAB
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Esta ventana de didlogo, correspondiente con la ventana de inicio de GUI, presenta
las siguientes opciones:

a)

Blank GUI (Default): La opcién de interfaz, grafica de usuario en blanco (viene
predeterminada), nos presenta un formulario nuevo, en el cual podemos disenar
nuestro programa.

GUIwith Uicontrols: Estos controles de la interfaz de usuario son componentes, como
botones y controles deslizantes, con los que los usuarios pueden interactuar. La
"uicontrolfuncion" crea un control de interfaz de usuario y establece las propiedades
requeridas antes de mostrarlo. Al cambiar los valores de propiedad puede modificar
la apariencia y el comportamiento de los controles de la interfaz de usuario. Use la
notacién de puntos para referirse a un objeto y propiedad especificos.

GUI with Axes and Menu: Esta opcion contiene el menu "File" con las opciones "Open',
"Print"y "Close". En el formulario tiene un "Popup menu', un "push button"y un objeto
"Axes". Podemos ejecutar el programa eligiendo alguna de las seis opciones que se
encuentran en el menu despegable y haciendo clic en el botén de comando.

d) Modal Question Dialog: Con esta opcién se muestra en la pantalla un cuadro de

didlogo comun, el cual consta de una pequefia imagen, una etiqueta y dos botones
("Yes" y "No"), dependiendo del botén que se presione el GUI retorna el texto
seleccionado (la cadena de caracteres "Yes" o "No"). Si elegimos la primera opcion,
Blank GUI, tenemos:

Ef untitled.fig — O X
File Edit View Layout Tools Help
DE@ (sl ¢ |sEHhd B2 >
[] ’
(o] w=m
® M
feofy |
= =
=]
g roAllli>
HES
v
< >
Tag: figurel Current Point: [128, 2] Position: [520, 380, 560, 420]
Figura B2.

Formulario GUIDE de MATLAB
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Los componentes principales de GUIDE son:

Barrade Menus: Aqui se encuentran las funciones elementales de Edicion de GUI.

Paleta de Componentes ("component Palette"): Aqui se encuentran los
"uicontrols', estos componentes permiten seleccionar los controles (objetos) que
son losque se muestranen lafigura.

LaBarrade Herramientas: En ella se encuentranlos siguientes botones:

(1)

Boton de ejecucion ("Run button"): Al presionarse crea la figura de la interfaz
disenadaenel "Layout Area".

-

Alineacién de componentes ("Alignment tool"): Esta opcidn permite alinear
los componentes que se encuentran en el area de trabajo ("Layout Area") de
manera personalizada.

&

Inspector de propiedades ("Property Inspector"): Con esta opcién se asignan
y modifican las propiedades de cada objeto en forma personalizada.

=4

Navegador de objetos ("Object Browser"): Muestra todos los objetos que se
encuentran en la figura (en forma de arbol) y a través del "Object Browser" se
pueden seleccionarlos objetos.

i
‘0

Editor de menus ("Menu Editor"): El redactor de menu crea menus de ventana
y menus de contexto.

E.
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7.4. FlujodeOperacionconGUI
Con una GUI, el flujo de cémputo esta controlado por las acciones en la interfaz.
Mientras que en un "script" el flujo de comandos esta predeterminado, el flujo de
operaciones con una GUI no lo estd. Los comandos para crear una interfaz con el
usuario se escriben en un "script’, la interfaz invoca que se ejecute el "script",
mientras la interfaz del usuario permanece en la pantalla, aunque no se haya
completado laejecuciondel "script".

Enla siguiente figura se muestra el concepto basico de la operacién del software con
una GUI. Cuando se interactua con un control, el programa registra el valor de esa
opciodny ejecuta los comandos prescritos en la cadena de invocacion. Los menus de
interfaz con el usuario, los botones, los menus desplegables, los controladores
deslizantes y el texto editable son dispositivos que controlan las operaciones del
software. Al completarse la ejecucién de las instrucciones de la cadena de
invocacién, el control vuelve a la interfaz para que pueda elegirse otra opcion del
menu. Este ciclo se repite hasta que se cierrael GUL.

El control guarda un "string" que describe la accién a realizar, cuando se invoca
puede consistir en un solo comando de MATLAB o una secuencia de comandos, 0 en
una llamada a una funcion. Es recomendable utilizar llamadas a funciones, sobre
todo cuando serequiere de mas de unos cuantos comandos enlainvocacion.

[ Panel de interfaz grafica con el usuario |

>
y
Menu de Menu Control Texto Texto Boton de
interfaz con desplegable deslizante editable pulsar o de
¢l usuario radio
Opcidn Opcidn de Opcidn de Impresion Ingreso de Opcidn de
ment valor de valor de de texto texto o valor de
parametro parametro estatico datos por el parametro
usuario
Accion de Accion de Accion de Accién de Accion de
invocacion invocacion invocacion invocacion invocacion
y A
Figura B3.

Esquema de la interfaz grdfica de GUIDE de MATLAB
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Basicamente solo se necesitan entender cinco comandos para poder describir una
GUI:"uimenu", "uicontrol”, "get", "set" y "axes". No obstante, lo que hace relativamente
complicado a estos comandos es el gran nimero de formas de uso que tienen. Es
imposible describir todos los tipos de situaciones, pues requiere demasiado espacio
y seria muy laborioso leerlo. Por tanto, solo trataremos de explicar los elementos

béasicosde una GUI.

Organizacién delos Objetos Graficos

El programa MATLAB ofrece una serie de funciones de dibujo y visualizacién de
datos, como es el caso de "imshow", "imagesc" o "plot", por ejemplo. Cuando
llamamos a una funciéon grafica, MATLAB crea el gréfico requerido usando objetos
como ventanas, ejes de coordenadas, lineas, texto, etc. Podemos trabajar con

graficosen MATLAB a tres niveles diferentes:

- Realizando llamadas a funciones de dibujo y visualizacién. MATLAB muestra
todas las gréficas en un tipo de ventanas especiales conocidas como "figures', en
las que se sitian unos ejes de coordenadas. Estos ejes son los que proporcionan el
sistema de coordenadas necesario pararealizar la visualizacién de los datos.

- Trabajando a "bajo nivel’, haciendo las llamadas necesarias a funciones de
MATLAB para ir creando los objetos graficos que sean necesarios para hacer la
visualizacion. A este nivel se realizaran multiples llamadas a la funcién "set" y
otras similares para establecer las propiedades de los distintos objetos graficos
que se vayan creando o para modificarlas durante la ejecucion del programa. Este
modo de trabajar es muy similar al uso tradicional de una biblioteca grafica que
se puede haceren un lenguaje de programacién convencional.

- Empleando el entorno de desarrollo de GUI, que nos permitird definir todos los
componentes graficos que deseemos y establecer sus propiedades e incorporar
codigo de respuesta a cada una de las acciones del usuario a través de una
herramienta grafica de cdmodo manejo. Ademas, tiene la ventaja de que en
cualquier momento podremos elegir si deseamos trabajar a alto o bajo nivel,
pudiendo acceder al cédigo asociado a través del editor de MATLAB.

Como podemos ver, en cualquiera de estos tres casos estamos haciendo uso del
sistema de objetos graficos de MATLAB. Estos objetos graficos son los elementos
basicos empleados por MATLAB para visualizar datos, y estan organizados en una
jerarquia como la de la siguiente figura, en la que se muestran los tipos de objetos
graficos empleados con mas frecuencia:
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Pantalla

Ventanas
(figure)

Controles Ejes Mentus
(uicontrol) (axes) (uimenu)
1 1 1 1 1

[ Lineas ] [ Superficies ] [ Texto ] [ Imagenes ] [ Poligonos ]
(line) (surface) (text) (image) (patch)

Figura B4.
Diagrama de organizacién de objetos grdficos en GUIDE de MATLAB

Como se ve en la figura anterior, el objeto mas general es la pantalla. Es la raiz de la
jerarquia. Una pantalla puede contener una o varias ventanas ("figure"). A su vez,
cada una de las ventanas podra contener controles ("uicontrol"), como son los
botones, menus desplegables, etc.,, menus ("uimenu") y uno o mas ejes de
coordenadas ("axes") en los que se podran representar objetos de nivel inferior. Los
ejes pueden incluir cinco tipos de elementos graficos: lineas ("line"), poligonos
("patch"), texto ("text"), superficies ("surface") e imagenes de mapa de "bits"
("image").

Al establecerse relaciones padre-hijo entre los objetos graficos se facilita su gestion,
yaque, por ejemplo, cuando se borra un objeto, se borraran automaticamente todos
losdescendientes de este.

Cada objeto estd asociado a un identificador ("handle") Unico desde el momento de
su creacion. A través de este identificador podremos modificar las caracteristicas
(llamadas propiedades del objeto) de un objeto gréfico. Naturalmente, también
podremos establecer las propiedades de un objeto en el momento de su creaciéon
(cambiarlas con respecto a los valores por omision). En el identificador del objeto
raiz, la pantalla es siempre cero. El identificador de las distintas ventanas ("figure") es
un entero que aparecerd en la barra de titulo de la ventana. Los identificadores de los
demas objetos graficos son numeros reales. Cualquier identificador se puede
obtener como valor de retorno de unafunciényalmacenarse en unavariable.

Como hemos dicho, puede haber varias ventanas abiertas, pero solo una de ellas es
la ventana activa en cada momento. De la misma forma, una ventana puede
contener varios ejes de coordenadas, pero solo unos son los ejes activos. El objeto
activo sera el ultimo objeto creado o sobre el que se haya hecho clic con el ratén.
Podemos obtenerlosidentificadores de laventana, los ejes y el objeto activos conlas
ordenes:
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- gcf:Devuelve un entero, elidentificador de la ventana activa.
- gca:Devuelveelidentificadorde los ejes activos.
- gco:Devuelveelidentificador del objeto activo.

La principal utilidad que tiene conocer los identificadores de los objetos graficos es
que a través de ellos podremos modificar las propiedades de los objetos o incluso
borrarlos:

- set(id): Muestra en pantalla todas las propiedades del objeto al que corresponde
elidentificadorid.

- get(id):Produce unlistado delas propiedadesy de sus valores.

- set (id, "propiedad", "valor"): Establece un nuevo valor para la propiedad del
objeto con identificador "id". Se pueden establecer varias propiedades en la
misma llamada a "set" incluyendo una lista de parejas "propiedad", "valor" en la
llamada.

- get(id, "propiedad"): Obtiene el valor de la propiedad especificada.

- delete(id):Borra el objeto cuyoidentificador esid y todos sus hijos.

Partes de GUIDE

A continuacién, mencionaremos las partes mas importantes de GUIDE y
posteriormente explicaremos con mas detalle. A continuacién, mostramos una lista
delos controles mas habituales.

o Caja de lista B Toggle Buton|  g516n de activacion
"I Frame | Marco ® RadioButton | 5541 de seleccion

o EdtTedt | cuadro de edicion & Cheskoox | gogn de eleccion
= Slider | Barra de deslizamiento [=m1Push Button ‘ Botén de presion

T Static Text Cuadro de texto ol Ll Boton de aparicion

Cada botén cuenta con una serie de propiedades que explicaremos en el apartado
siguiente.

Propiedadesdelos Controles

Los controles de la interfaz con el usuario en MATLAB se especifican con la orden
"uicontrol". Estos controles tienen mucho en comun con los menus de la interfaz con
elusuario, perolos primeros tienen muchos estilos. La sintaxis de "uicontrol" es:
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k = uicontrol (‘Style’, ‘especificacion de estilo’, ...
‘String’, ‘cadena para exhibir’, ...
‘Value’, [valor], ...
‘BackgroundColor’, [r,g,b], ...
‘Max’ [valor], ...
‘Min’ [valor], ...
‘Position’, [izq, base, ancho, alto], ...
‘CallBack’, ‘cadena de invocacion’)

Donde "especificacion de estilo" es unadelas siguientes cadenas:

popup

push

radio

checkbox

slider

edit (texto editable)
text (texto estatico)
frame

Las propiedades deiucontrol son similares alas de "uimenu". Destacamos:

a) "Value',valor: Especifica el valor por omisidn de ajuste. En el caso de interruptores
de encendido/apagado el valor es 0 o 1. En el caso de un control deslizante
("slider") puede ser cualquier valor entre el minimoy el maximo.

b) "Min", Valor: Establece el valor minimo. Su significado difiere dependiendo del
estilo.

¢) "Max", Valor: Establece el valor maximo. Su significado difiere dependiendo del
estilo.

Hay muchas més propiedades que pueden incluirse en los comandos del "uicontrol”,
tal como sucede con las propiedades del "uimenu', aunque al programar conviene
minimizar el nimero de propiedades a fin de simplificar el "sript".

i Static Text | yoyt0 estatico.

Un "static text" puede exhibir simbolos, mensajes o incluso valores numéricos de
una GUly puede colocarse en un lugar deseado. El texto estatico no tiene cadenas de
invocacién. A continuacién, mostramos un ejemplo de texto estatico.
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k1=uicontrol ('Style’, text’, ...
‘String’, ‘cadena para exhibir’, ...
"Position’, [20, 50, 140, 30])

El contenido de un texto exhibido puede modificarse si es necesario. Esto se hace
con el comando "set"; por ejemplo, si se ejecuta el comando que sigue desde la
ventana de comandos mientras esta vigente el ejemplo anterior de orden
"uicontrol™:

set (k1, 'string’, "Ahora aparece un texto modificado’)

=2 Popup Menu  Meny desplegable.

Los "pop-up menus" difieren de los menus de interfaz con el usuario en que pueden
aparecer en cualquier punto de la ventana de la figura, mientras que los menus de
interfaz con el usuario solo selocalizan en la parte superior.

[o¢] Push Button Push button

Los "Push button" generan una accidon cuando hacemos clic con el puntero del raton
sobre ellos. Cuando se da clic en un "push button" aparece presionado; cuando se
suelta el boton del mouse, el botén aparece levantado; y su rutina de llamada se
ejecuta.

M Checkbox Casilla de verificacion.

Las casillas de verificacién estan disefiadas para realizar operaciones de
encendido/apagado. Las posiciones de encendido/apagado se registran en "Value"
que puede examinarse con "get" ("handle’, "value"). Los comandos "axis on" y "axis
off"se escriben enlacadenadeinvocacion.

® Radio Buton  Botén de radio.

Cuando solo se usa un botén de radio, no existe diferencia funcional alguna con
respecto a una casilla de verificacion. Por otro lado, los botones de radio en grupo
son mutuamente exclusivos; es decir, si un botén estd encendido, todos los demdas
botones se apagan, mientras que las casillas de verificacién son independientes
entre si. Sin embargo, esta caracteristica exclusiva de los botones de radio solo
puede implementarse mediante la programacién del usuario en la cadena de
invocacion.

e= Slider Barra deslizadora.
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Los "sliders" aceptan datos de entrada numéricos con un rango especifico. Los
usuarios mueven la barra dejando presionado el boton del mouse y arrastrandola,
haciendo clicenlaflecha.La posicién delabarraindica un valor numérico.

ufr Edit Text Texto editable.

El dispositivo de texto editable permite al usuario teclear una cadena de entrada. Se
pueden escribir varios valores numéricos en forma de vector o matriz como cadena
mediante el mismo dispositivo; esta cadena se convertira posteriormente en valores
numéricos con el comando "str2num”.,

Un ejemplo de"uicontrol" para texto editable es:
ed1=uicontrol (gcf, ‘Style’, ‘edit’, ...

‘Position’, 10,260,110, 20], ...
‘CallBack’,inp_txt=get(ed1, “'string™)")

Las palabras clave en el comando anterior son: "Style", "edit" y "get", que capturan el
textointroducido.

| Frame Marcos.

El estilo marcos puede servir para agrupar dispositivos como lo botones de radio o
las casillas de verificacion.

& Togale Button  Botén de palanca.

El "toggle button" genera una accién que indica un estado binario (on u off). Cuando
se hace clicen un "toggle button" aparece presionado y permanece asi hasta que se
suelta el boton del mouse, y en ese momento ejecuta lallamada. Un clic posterior del
mouse regresa al "toggle button" a su estado original y vuelve a ejecutar la rutina de
llamada.

Listhox Cajas de lista.

El componente "Listbox" muestra una lista de articulos, y permite a usuarios
seleccionaruno o masarticulos.

Miltiples ejes: Al crear una interfaz con el usuario, a menudo hay necesidad de trazar
una o mas graficas dentro de la interfaz. Podemos usar el comando "subplot” para
este fin, pero el comando "axes" es mas flexible y ofrece opciones versatiles a los
programadores. El comando "axes" abre un eje en un punto especificado dentro de

unaventanadefigura.
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"Property inspector": El inspector de propiedades esta compuesto de las siguientes
propiedades o atributos, taly como se muestra enlafigura.

Nombre de control del objeto seleccionado
Esi Property Inspector 2 =] 4|
[iefr wieontrol (Edit Text)
7 BackgroundColor QJ ] -
I— BusyAction | ~| queue
t— ButtanDownFcn
— CData ] nuil
— Callback PEKO(edit3_Callback',gch
I— Clipping | ~|on
— CreateFcn
— DeleteFcn
— Enable [ w|on
I Fontangle | | normal
t— FontName MS Sans Sernf
— FontSize 8.0
— FontUnits | »| points
— FontWeight | »|normal
i+ ForegroundCalar [« ] _ LZJ
1 1
Nombre de las propiedades Valores de las propiedades
o atributos
Figura B5.

Ventana emergente del inspector de propiedades de GUIDE de MATLAB

Cada uno de los controles tiene propiedades particulares, los cuales se analizan a
continuacién:

"BackgroundColor”

El color usado para rellenar el rectangulo de "unicontrol". Especifica un color usando
un vector de tres elementos RGB (rojo, verde y azul) o uno de los nombres ya
predefinidos en MATLARB. El color por "defecto" es determinado por la configuracion
delsistema.

"BusyAction”

Interrupcion de la rutina de llamada ("callback”). Si una llamada es ejecutada y el
usuario activa un evento en un objeto para el cual una llamada estd definida, esa
llamada trata de interrumpir la primera llamada. La primera llamada puede ser
interrumpida solamente por uno de los siguientes comandos: "drawnow", "figure”,
"getframe", "pause” o "waitfor"; si la llamada no contiene ninguno de estos
comandos no puede serinterrumpida.
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Si la propiedad interrumpible del objeto que estd ejecutando la llamada esta
desactivada (off), la llamada no puede ser interrumpida (excepto por algunas
llamadas). La propiedad "BusyAction" del objeto cuya llamada esta esperando para
ejecutarse determinalo quele pasaalallamada:

- Si el valor es "queue’, la llamada es agregada al evento "queue" y se ejecuta
despuésde que la primerallamada termina de ejecutarse.
- Sielvalores"Cancel", eleventoesdescartadoy lallamada no se ejecuta.

Silallamadainterrumpida es unallamada de "DeleteFcn" 0 "CreateFcn" o unade una
figura de "CloseRequest" o "ResizeFcn" se interrumpe y ejecuta sin importar el valor
delapropiedadinterrumpible del objeto.

"ButtonDownFcn”

Una rutina de llamada que se ejecuta cuando se presiona un botén del mouse
mientras el cursor estd en un "uicontrol”. Cuando la propiedad "enable" del
"unicontrol" estd desactivada, el "ButtonDownFcn" se ejecuta al hacer clic en el
"unicontrol". Esto es Util paraimplementar acciones para modificar interactivamente
las propiedades de control del objeto, como el tamafnoy la posicién.

Esta rutina se define como una cadena ("string") que es una expresion valida en
MATLAB o el nombre de un archivo M (M-file). La expresion se ejecuta en el espacio
de trabajo de MATLAB. La propiedad de llamada define la rutina de llamada que se
ejecutacuandose haceclicenelbotén.

"Callback”

Controla la accion. Una rutina que se ejecuta cuando se activa un objeto de la clase
"uicontrol". Define esta rutina como una cadena. La expresidn se ejecuta en el
espacio de trabajo de MATLAB. Para ejecutar la rutina para un control de texto
editable, escribe el texto deseadoy después sigue uno de los siguientes pasos:

- Muevelaseleccién del objeto (da clicen cualquier otra parte).
- Parauntexto editable de unasolalinea presiona"return”.
- Paraunacajadetexto ("text box") presiona"Ctrl-Return”.

Esta rutina definida para los componentes "frame" y "ststic text" no se ejecuta,
porque ningunaaccién esta asociada con estos objetos.

"Cdata”

Imagen de color verdadero mostrada en un control. Una matriz tridimensional de
valores RGB que definen una imagen de color verdadero que es mostrada ya sea en
un "push button" o un "toggle button". Cada valor debe tener un rango entre ceroy

uno.
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"CreateFcn”
Rutina de llamada ejecutada cuando se crea un objeto. Esta propiedad define una
rutina de llamada que es ejecutada cuando MATLAB crea un objeto de la clase
"uicontrol". Se debe definir esta propiedad como un valor por defecto para los
"uicontrols".

"DeleteFcn”

Una rutina de llamada que se ejecuta cuando se borra un objeto "uicontrol". MATLAB
ejecuta la rutina antes de destruir las propiedades del objeto, asi sus valores estan
disponibles paralarutinadellamada.

"Enable”
Activa o desactiva el "uicontrol". Esta propiedad controla cémo los "uicontrols”
responden a un clicdel mouse, incluyendo qué rutinade llamada se ejecuta.

- on-El"uicontrol"es operacional.
- inactive-noesoperacional pero se ve como si estuviera activado.
- off-Noesoperacionaly su etiqueta se vuelve gris.

Cuando se hace clic con el botén izquierdo del mouse sobre un objeto "uicontrol” que
tiene su propiedad "enable" activada (en on), MATLAB ejecuta las siguientes acciones:

- Asignalapropiedad delafigura"SelectionType".

- Ejecutalarutinadellamadadel control.

- No asigna la propiedad de la figura "CurrentPoint" y tampoco ejecuta ni la
propiedad de control "ButtonDownFcn" ni la rutina de llamada de la figura
"WindowButtonDownFcn".

Cuando se hace clic con el botén izquierdo del mouse sobre un objeto "uicontrol”
quetiene su propiedad "enable" inactiva, o cuando se hace clicderecho enunoenel
que "enable"tiene cualquier valor, MATLAB ejecuta estas acciones en este orden:

1
2
3
4

Asignala propiedad delafigura"SelectionType".

Asignala propiedad delafigura "CurrentPoint"

Ejecutalarutinadellamada "WindowButtonDownFcn"de la figura.

En un clic derecho, si el "uicontrol" estd asociado con un "context menu",
registrael "contextmenu".

(5) Ejecutalallamada "ButtonDownFcn" del control.

(6) Ejecutalallamada del elemento seleccionado del "context menu’”.,

(7)

(8)

—_ o~ o~ o~
—_— — ~— ~—

7) No ejecuta larutina de llamada del control.

8) Poniendo esta propiedad inactiva te capacita para implementar arrastre o
cambio de tamano de objetos usandolarutinadellamada.

(9) "ButtonDownFcn".
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"Extent”

Tamano de un cardcter de cadena "uicontrol”. Un vector de cuatro elementos que
define el tamafoy la posicion de un caracter de tipo cadena usado para etiquetar el
"uicontrol" tienelaforma:

[0, 0, width, height]

Los dos primeros elementos siempre son cero. "width" (ancho) y "height" (alto) son
las dimensiones del rectangulo. Todas las medidas son unidades especificadas por la
propiedad "Units".

Ya que la propiedad "Extent" esta definida en las mismas unidades que el "uicontrol",
se puede usar esta propiedad para determinar el tamano adecuado del ancho del
"uicontrol", conrespecto asu etiqueta, haciendo lo siguiente:

- Definiendo la propiedad "String" y seleccionando la fuente usando las
propiedadesrelevantes.

- Tomandoelvalordelapropiedad "Extend".

- Definiendo "width" y "height" de la propiedad "Position" (posicién) se logra
mayor amplitud que "width"y "height" de "Extend".

"FontAngle”

Inclinacién de un caracter. Poniendo esta propiedad en ltalic (itdlica) u oblique
(oblicua) selecciona una version inclinada de la fuente, cuando esta disponible en el
sistema.

"FontName”

El nombre de la fuente que mostrara la cadena para visualizar e imprimir
correctamente debe ser un tipo de fuente que el sistema soporte. Para usar unancho
ajustado que se vea bien en cualquier exterior (y que se muestre correctamente en
Japon, donde usan caracteres "multibyte") se debe poner al "FontName" la cadena:
"FixedWidth" (esta cadena es sensible a las mayusculas): "Set" ("uicontrol_handle",
"FontName", "FixedWidth").

"FontSize”

Tamano de la fuente. Un numero que especifica el tamano de la fuente que va a ser
mostrado en la cadena en unidades determinadas por la propiedad "FontUnits". El
tamano por defecto es dependiente del sistema.

"FontUnits”
Unidades del tamafo de la fuente. Esta propiedad determina las unidades usadas
por la propiedad "FontSize" Las unidades normalizadas interpretan el "FontSize"
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como una fraccién de la altura del "uicontrol". Cuando se cambia el tamarno del
"uicontrol”, MATLAB modifica la pantalla "FontSize", "pixels" (pixeles), "inches"
(pulgadas), "centimeters" (centimetros) y "points" (puntos) son unidades absolutas
(1 punto=1/72in).

"FontWeight”
Peso de un caracter. Poniendo esta propiedad en "Bold" hace que MATLAB use una
version "negrita” delafuente, cuando esta disponible en el sistema.

"ForegroundColor”

Color de texto. Esta propiedad determina el color del texto definido por la propiedad
"String". Especifica un color usando un vector de tres elementos RGB o un nombre
predefinidoen MATLAB.
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